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 ممخّص  

 
𝑦2درسنا في ىذا البحث المعادلات الديوفانتية من الشكل  = 𝑥3 + 𝐷𝑥 التي تشكل تشاكلات جبرية في 

 إضافة إلى بناء إيزومورفيزم مسطح 𝑘الفضاء الإسقاطي و التي تمثل ىندسياً أسرة من المنحنيات الاىميمجية في الحقل 
و غير متشعب بين أسرة ىذه المنحنيات الاىميمجية و مجموعة جزئية من حمقة الأعداد الصحيحة و منو إيجاد توسيع 

 ليذه الأسرة و التي استطعنا ∞ و تحديد عدد النقاط ذات الرتب المنتيية و الرتبة 𝑘أعظمي منتيي غير متشعب لمحقل 
 و بالتالي حل المعادلة 1 تساوي 𝑘 التي تكون من أجميا رتبة المنحني الاىميمجي فوق الحقل 𝐷من خلاليا تحديد قيم 

𝑦2الديوفانتية  = 𝑥3 + 𝐷𝑥 من أجل ىذه القيم   .
 

- الزمرة المخططة – الزمر اليمولوجية – المنحنيات الاىميمجية –  الفضاء الاسقاطي :الكممات المفتاحية
. حمقة الأعداد الصحيحة– المورفيزم إيتال 
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  ABSTRACT    

 

In this research, we study the Diophantine equations of the form 𝑦2 = 𝑥3 + 𝐷𝑥  

which constitute algebraically abelian variety in projective space and represent, in 

geometric form, family of elliptic curves over field 𝑘, besides to building isomorphism 

between this elliptic curve and subset of ring of integrals, thus find the maximal finite 

extension for field 𝑘 and determine the number of points that are finite torsion and torsion 

∞ to this family in which we can determine some value of 𝐷 such that the rank of elliptic 

curve above the field 𝑘 equal to one. 
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: مقدمة
تعتبر المنحنيات الاىميمجية وسيمة ىامة وضرورية في إيجاد حمول كثير من المعادلات الديوفانتية حيث قام 

 باستخداميا في تصنيف المعادلات التكعيبية والعالم ويمس 1901 في عام Henri Poincareالعالم ىنري بوينكاري 
Wiles في حل معادلة موردل 1954 في عام 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎 من أجل بعض القيم الصحيحة لـ 𝑎 وتعتبر مبرىنة ،
= 𝐸 𝑘( Mordell - Weil)ويل – موردل  𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠 ⊕ ℤ𝑟 المبرىنة الأساسية في المنحنيات الاىميمجية حيث 

𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠أن  =  𝐸[𝑚]𝑚>1و 𝑟 ىي رتبة المنحني الاىميمجي حيث أنو لا توجد إلى اليوم طريقة لإيجاد رتبة 
 المتين تعتبران من المسائل المفتوحة في المنحنيات 𝐸(𝑘)المنحني الاىميمجي وخوارزمية لتحديد مولدات الزمرة 

 . الاىميمجية
 

: أىمية البحث وأىدافو
تكمن أىمية البحث في أن التشاكلات الجبرية والمنحنيات الجبرية ليما نفس البنية الجبرية فكلاىما يشكل زمرة 

. تبديمية ونفس البنية اليندسية فكلاىما منحني إسقاطي أممس
: وييدف البحث إلى

o  معرفة عدد الحمول لممعادلات الديوفانتية ذات الرتب المنتيية والتي تشكل زمرة بالنسبة لعممية الجمع المعرفة
 .عمى المنحنيات الاىميمجية

o  والتي تحدد رتبة المنحني الاىميمجي والتي لا تقع ∞معرفة عدد النقاط عمى المنحني الاىميمجي التي رتبتيا 
 . 𝐸 𝑚ضمن الزمرة 

 
: طرائق البحث ومواده

يشمل البحث مبرىنات تربط بين اليندسة الجبرية واليمولوجيا ونظرية الأعداد الجبرية والتبولوجيا الجبرية ونظرية 
الحقول وتستند بشكل أساسي عمى الزمر اليمولوجية التي عناصرىا مورفيزمات ليا خواص جبرية وىندسية بالإضافة 

.  التي يكون عندىا المنحني الاىميمجي شاذاً 𝒪𝑘عند نقاط في 𝑘 إلى التوسيعات الجبرية لمحقل 
: بعض الرموز والمصطمحات المستخدمة في البحث

إن جميع الرموز والتعاريف المستخدمة في ىذه المقالة واردة ومعتمدة في جميع المراجع العممية المختصة في 
:  [4] و[3] و[2]و[1] الجبر ونذكر منيا عمى سبيل المثال 

 𝑘 حقل و 𝑘  الإغلاق الجبري لـ 𝑘 . 
 𝑘 𝑋 = 𝑘 𝑥1 , … , 𝑥𝑛  ِكثيرة حدود بـ 𝑛متحول  .
 𝔸𝑘

𝑛 الفضاء الأفيني و ℙ𝑘
𝑛الفضاء الاسقاطي . 

 𝐸 𝑘 [𝑚] ≔  𝑝 ∈ 𝐸 𝑘 ; 𝑚𝑝 =  .𝑚 النقاط عمى المنحني الاىميمجي ذات الرتبة   ∞
 :𝔈 أسرة من المنحنيات الاىميمجية التي ليا الشكل 𝑦2 = 𝑥3 + 𝐷𝑥 حيث أن 𝐷 عدد صحيح حر من 

 .التربيع
 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 ≔  𝜍 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐿, 𝑘 ; 𝜍 𝑘 = 𝑘 زمرة غالوا . 
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 𝒪𝑘 ≔  𝛼 ∈ 𝑘; 𝑘 صحيح فوق 𝛼  حمقة الأعداد الصحيحة .   
 𝑘𝑣 ≔  𝑥 ∈ 𝑘; 𝑣 𝑥 ≥  .  تابع تقييم𝑣 حيث  0
 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑅 مجموعة الإيديالات الأولية في حمقة كيفية 𝑅 حيث أنيا تشكل تبولوجيا جبرية مجموعاتيا المغمقة ،

= 𝑉 𝐼ىي   𝑝 ∈ 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑅; 𝐼 ⊆ 𝑝  . 
 :التعاريف الأساسية

نذكر فيما يمي مجموعة من التعاريف الأساسية وبعض الملاحظات التي تساعدنا في فيم المصطمحات العممية 
.   الواردة في البحث وتوضيح برىان المبرىنات الواردة فيو

:  𝒌 Elliptic curve [1]المنحني الإىميمجي فوق الحقل  (1)تعريف 
، ويقال  𝐸 𝑘 ويرمز لو بالرمز ∞ىو منحني إسقاطي غير شاذ لو فجوة واحدة بالإضافة إلى نقطة اللانياية 

≅ 𝐸  𝑘 منحنياً إىميمجياً غير شاذ حيث  𝐸  𝑘 إذا كان 𝑣 لو تمثيل جيد عند النقطة  𝐸 𝑘إن المنحني الاىميمجي 

𝐸 𝑘  𝑚𝑜𝑑 𝑣    .
:  presheaf and sheaf [2]شبو الحزمة والحزمة  (2)تعريف 
 إنيا شبو حزمة إذا حققت ما 𝑋 المعرفة فوق ℱ فضاءً تبولوجياً، يقال عن مجموعة الزمرة التبديمية 𝑋 ليكن 

:  يمي
𝑈من أجل كل مجموعة جزئية مفتوحة  (1 ⊆ 𝑋 تكون ℱ(𝑈) زمرة تبديمية معرفة فوق 𝑈  
𝑉ومن أجل كل  (2 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑋 يوجد مورفيزم 𝜌𝑈𝑉: ℱ 𝑈 → ℱ 𝑉 بحيث يحقق الشروط التالية  :
a. ℱ 𝜙 = 0 
b. 𝜌𝑈𝑈:𝑈 → 𝑈 التطبيق المطابق 
c.  من أجل كل𝑊 ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈 يكون 𝜌𝑈𝑊 = 𝜌𝑈𝑊 ∘ 𝜌𝑈𝑉 

:   إنيا حزمة إذا حقق الشرطين التاليين إضافة لمشروط السابقةℱويقال عن شبو الحزمة 
d.  لتكن𝑈 مجموعة مفتوحة و  𝑉𝑖  تغطية لممجموعة 𝑈ولتكن 𝑠 ∈ ℱ 𝑈 بحيث أن  :

𝑠|𝑉𝑖
= 0 ∀𝑖  ⇒ 𝑠 = 0 

e.  لتكن𝑈 مجموعة مفتوحة و  𝑉𝑖  تغطية لممجموعة 𝑈 ولتكن 𝑠𝑖 ∈ ℱ 𝑉𝑖 بحيث أن  :
𝑠𝑖|𝑉𝑖∩𝑉𝑗

= 𝑠𝑗|𝑉𝑖∩𝑉𝑗
   ∀𝑖, 𝑗  

𝑠عندئذٍ يوجد  ∈ ℱ(𝑈) بحيث 𝑠|𝑉𝑖
= 𝑠𝑖 وذلك ميما تكن 𝑖  .

: Homology group [5]الزمرة اليمولوجية  (3)تعريف 

= 𝐶𝑛 𝐺,𝑀مودول و  - 𝑀 𝐺 لتكن   𝑓: 𝐺 × 𝐺 × ∙∙∙ × 𝐺           

𝑛 مرة

→ 𝑀   زمرة كل التوابع بـ 𝑛 متحول في 

𝑀 و 𝛿𝑛:𝐶𝑛 𝐺,𝑀 → 𝐶𝑛+1 𝐺,𝑀 ىومومرفيزم زمر معرف بالشكل   :
𝛿𝑛 𝑓  𝑥1, … , 𝑥𝑛+1 = 𝑥1𝑓 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1   

+   −1 𝑖𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖+2, … , 𝑥𝑛+1 

𝑛

𝑖=1

+  −1 𝑛+1𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛  

:  بأنيا𝑀 بمعاملات من 𝐺 لمزمرة  𝐻𝑛 𝐺,𝑀عندئذٍ تعرف الزمرة اليمولوجية النونية 
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𝐻𝑛 𝐺,𝑀 : = 𝑍𝑛 𝐺,𝑀 
𝐵𝑛 𝐺, 𝑀 

 = ker𝛿𝑛
Im 𝛿𝑛−1

  

,𝐻0 𝐺 الزمرة اليومولوجية الصفرية :[5]( 1)ملاحظة  𝑀 = 𝑀𝐺 ذا كان عمل الزمرة  تافياً 𝑀 عمى 𝐺، وا 
: فإن

𝐻1 𝐺, 𝑀 = 𝐻𝑜𝑚 𝐺, 𝑀  .
   : عندئذٍ توجد متوالية عكسية صحيحة بالشكل𝐺 زمرة جزئية نظامية في 𝐻إذا كانت : [5]( 2)ملاحظة 

0 → 𝐻1 𝐺 𝐻 , 𝑀𝐻 → 𝐻1 𝐺, 𝑀 → 𝐻1 𝐻, 𝑀 → 0 
 :Smooth sets and smooth morphism[6 ,7] المجموعة الممساء والمورفيزم الأممس  (4)تعريف 
𝑋لتكن  ⊆ 𝔸𝑘

𝑛 مجموعة جبرية و  𝐼 𝑋  إيديال مولد بكثيرات الحدود 𝑓1, …𝑓𝑟 و 𝑝 ∈ 𝑋 يقال عن ،𝑋 إنيا 
𝒥 إذا كانت رتبة مصفوفة جاكوبي 𝑝مجموعة ممساء عند النقطة  =  

𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑗
 

1≤𝑖≤𝑟
1≤𝑗≤𝑛

𝑛 تساوي  − dim 𝑋 0 ولا تساوي ،

:𝑓ويقال عن المورفيزم  𝑋 → 𝑌 إنو مورفيزم أممس إذا كان المجموعة 𝑋 ممساء عند كل نقاط 𝑦 ∈ 𝑌  .
 : Flat module and flat morphism [2]  المودول المسطح والمورفيزم المسطح (5)تعريف 
  إنو مودول مسطح إذا وفقط إذا كان التطبيق 𝑀مودول، يقال عن - 𝑀 𝑅 حمقة تبديمية و 𝑅لتكن 

𝓂 ⊗ 𝑀 → 𝑀 متبايناً من أجل كل إيديال 𝓂 منتيي التوليد في 𝑅 ويقال عن المورفيزم ،𝑓: 𝑋 → 𝑌 إنو 
.  مودول مسطح-𝑋 ىو 𝑌مورفيزم مسطح إذا كان 

 Unramified extension andالتوسيع غير المتشعب والمورفيزم غير المتشعب ( 6)تعريف 
unramified morphism [6 ,8] :

𝑘 و 𝑅 إيديال أعظمي في 𝑚 و 𝑅 حقل كسور 𝐾 حمقة تقييم منفصل و 𝑅لتكن  = 𝑅
𝑚  حقل الرواسب و 

𝐾′ ِتوسيعاً لـ 𝐾 و 𝑅′ ِالإغلاق الصحيح لـ 𝑅 في 𝐾′ و 𝑚′ إيديال أعظمي في 𝑅′ و 𝑘′ = 𝑅′
𝑚′

، يقال عن  

= 𝐾′:𝐾  إنو غير متشعب إذا كان 𝐾 لـِ ′𝐾التوسيع   𝑘′:𝑘  ويقال عن المورفيزم ،𝑓: 𝑋 → 𝑌 إنو غير متشعب 
Ω𝑋/𝑌 مورفيزماً من النمط المنتيي و 𝑓إذا كان  =  مودول المشتقات Ω𝑋/𝑌 حيث أن 0

𝐭𝐡𝐞 𝐦𝐨𝐝𝐮𝐥𝐞 𝐨𝐟 𝐊𝐚 𝐡𝐥𝐞𝐫 𝐝𝐢𝐟𝐟𝐞𝐫𝐞𝐧𝐭𝐢𝐚𝐥 . ويقال عن المورفيزم𝑓: 𝑋 → 𝑌 إنو مورفيزم إيتال (e′tale ) إذا
.  مسطحاً وغير متشعب𝑓كان 

:  Ringed space and scheme group [,102]الفضاء الحمقي والزمرة المخططة  (7)تعريف 
ويقال عن .  حزمة من الحمقات𝑂𝑋 فضاء تبولوجي و 𝑋 حيث  𝑋,𝒪𝑋 يعرف الفضاء الحمقي بأنو الثنائية 

يزومورفياً مع (locally) إنو مخطط إذا كان حيزياً  𝑋,𝒪𝑋 الفضاء الحمقي   حمقة 𝑅 حيث  𝑠𝑝𝑒𝑐𝑅,𝑂𝑠𝑝𝑒𝑐𝑅  وا 
مخطط معرف عمييا مورفيزمين - 𝑋 ىي 𝐺 إذا كانت 𝑋 إنيا زمرة مخططة فوق 𝐺كيفية، ويقال عن 

𝑚: 𝐺 ×𝑋 𝐺 → 𝐺 و 𝑖: 𝐺 → 𝐺 ونقطة كسرية 𝑒 ∈ 𝐺(𝑘)وتحقق شروط الزمرة . 
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 Open immersion and geometricallyالمورفيزم المندمج المفتوح والمترابط ىندسياً   (8)تعريف 
connected morphism  [,62] : 

,𝑋ليكن  𝑌 مجموعتين مخططتين، يقال عن 𝑓: 𝑋 → 𝑌 إنو مندمج مفتوح إذا كان 𝑋 ≅ 𝑈 حيث 𝑈 ⊆ 𝑌 ،
𝑋𝑦 إنو مترابط ىندسياً إذا كان يممك نقاط فيبر 𝑓ويقال عن  = 𝑋 ×𝑦 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑘 𝑦  مترابط ىندسياً من أجل كل 

𝑦 ∈ 𝑌  .
 

 :النتائج والمناقشة
: 𝑚  التطبيق   𝐸 𝑘لنعرف عمى المنحني الاىميمجي  𝐸 𝑘  → 𝐸 𝑘    بالشكل التالي  𝑚  𝑝 = 𝑚𝑝 

𝑚حيث أن  ∈ ℤ و 𝑝 ∈ 𝐸 𝑘  . وسنرمز بـ𝑉 لممنحني الاىميمجي 𝐸(𝑘) في المنطمق وبـ 𝑊 لممنحني الاىميمجي 
𝐸(𝑘)في المستقر   .

,𝑉لتكن : [4] (1)مبرىنة مساعدة  𝑊 مجموعتين جبريتين و 𝑘 𝑉 , 𝑘 𝑊 حمقتي إحداثيات، إذا وجد  
:𝜑ىومومرفيزم  𝑉 → 𝑊 فإنو يوجد ىومومرفيزم حمقات 𝜑∗:𝑘 𝑊 → 𝑘 𝑉 . 

  سنبرىن في المبرىنة الأولى أن التطبيق[𝑚]ىومومرفيزم غامر وليس متباين  .
: 𝑚  التطبيق :1مبرىنة  𝐸 𝑘  → 𝐸 𝑘    ىومومرفيزم زمر غامر ونواتو 𝐸 𝑘   𝑚   .
: البرىان

o [𝑚]ىومومرفيزم زمر   : 𝑚  𝑝 + 𝑝′ = 𝑚 𝑝 + 𝑝′ = 𝑚𝑝 + 𝑚𝑝′ =  𝑚 𝑝 +  𝑚 𝑝′  .
o [𝑚]لدينا :  غامر𝑉, 𝑊 مجموعتين جبريتين و 𝑘 𝑉 , 𝑘 𝑊   حمقتي الاحداثيات،  ولتكن 𝑞 =

 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑊 بين النقطة 1-1 فإنو يوجد تقابل [11] نقطة كيفية عندئذٍ حسب نظرية الأصفار ليمبرت 𝑞 =

(𝑢, 𝑣) وبين الايديال الأعظمي 𝑄 =  𝑥1 − 𝑢, 𝑥2 − 𝑣 ∈ 𝑘[𝑊] فإنو يوجد  (1) وحسب المبرىنة المساعدة
:∗ 𝑚 ىومومرفيزم  𝑘 𝑊 → 𝑘 𝑉 معرف بالشكل  : 

 𝑚 ∗𝑄 =  𝑚 ∗ 𝑥1 − 𝑢, 𝑥2 − 𝑣 =  𝑥1 −  𝑚 ∗𝑢,𝑥2 −  𝑚 ∗𝑣 =  𝑥1 − 𝛼, 𝑥2 − 𝛽 = 𝑃 
𝑃 بين الإيديال الأعظمي 1-1وحسب نظرية الأصفار ليمبرت فإنو يوجد تقابل  =  𝑥1 − 𝛼, 𝑥2 − 𝛽  وبين 

,𝛼 النقطة  𝛽 ∈ 𝑉 وبالتالي نستطيع تشكيل المخطط التالي ،
𝑊    𝜑   

    𝑉 

   1
:1

   
     

 

   1
:1

   
     

𝑘 𝑊     𝜑∗   
     𝑘 𝑉  

𝑞∀ومنو   ∈ 𝑊 ∃𝑝 ∈ 𝑉;  𝑚 𝑝 = 𝑚𝑝 = 𝑞 .
o  نواة[𝑚] :ker 𝑚 =  𝑝 ∈ 𝑉,𝑚𝑝 = ∞ = 𝐸 𝑘   𝑚  .

,𝐺𝑎𝑙 𝐿 و 𝑘 توسيعاً لمحقل 𝐿 ليكن :ملاحظة 𝑘   زمرة غالوا و  𝑚 : 𝐸 𝐿 ↠ 𝐸 𝐿  ىومومرفيزم زمر 
𝑚 𝑝 غامر معرف بالشكل  = 𝑚𝑝 فإنو من أجل كل  (1) عندئذٍ حسب المبرىنة𝑞 ∈ 𝐸 𝑘 ⊆ 𝐸 𝐿  يوجد 

𝑝 ∈ 𝐸 𝐿  بحيث يكون 𝑚𝑝 = 𝑞 و 𝜍 𝑞 = 𝑞 ∀𝑞 ∈ 𝑘 , ∀ 𝜍 ∈ 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 وبالتالي   :
𝑚𝑝 = 𝑞 ⇒ 𝜍 𝑚𝑝 = 𝜍 𝑞 ⇒ 𝑚𝜍 𝑝 − 𝑞 = ∞ ⇒ 𝑚 𝜍 𝑝 − 𝑝 = ∞ 

⇒ 𝜍 𝑝 − 𝑝 ∈ ker 𝑚 = 𝐸 𝐿  𝑚 . 
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0لتكن : [12]( 2)مبرىنة مساعدة  → 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 →  متوالية صحيحة قصيرة، عندئذٍ نستطيع تعريف 0
: متوالية صحيحة طويمة بالشكل

0 → 𝐻0 𝐺, 𝐴 → 𝐻0 𝐺, 𝐵 → 𝐻0 𝐺, 𝐶 
𝛿
→𝐻1 𝐺, 𝐴 → 𝐻1 𝐺, 𝐵 → 𝐻1 𝐺, 𝐶 → 𝐻2 𝐺, 𝐴 

→ ⋯ 
  سنبين في المبرىنة التالية أن𝐸 𝑘 

𝑚𝐸 𝑘   منتوٍ في حال الحقل 𝑘 محتوى في حقل 𝐿 .

:𝜙 والتطبيق 𝑘 توسيعاً لمحقل 𝐿ليكن  :2مبرىنة 
𝐸(𝑘)

𝑚𝐸(𝑘) →
𝐸(𝐿)

𝑚𝐸(𝐿)   إذا كان ، 

𝐸(𝐿)
𝑚𝐸(𝐿)  منتوٍ فإن 𝐸(𝑘)

𝑚𝐸(𝑘)  ٍمنتو  .

:  لدينا المتوالية الصحيحة التالية:البرىان
(1    )0 → 𝐸 𝐿  𝑚 → 𝐸 𝐿 

𝑚
→ 𝑚𝐸 𝐿 → 0 

𝐺عمى اعتبار أن  (1)عمى المتوالية  (2)نطبق المبرىنة المساعدة  = 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 فنجد  :
  0 → 𝐻0 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 , 𝐸 𝐿  𝑚  → 𝐻0 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 , 𝐸 𝐿  → 𝐻0 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 , 𝑚𝐸 𝐿   

𝛿
→𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 , 𝐸(𝐿)[𝑚] → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 , 𝐸(𝐿) → ⋯  

: وبالتالي نحصل عمى المتوالية
0 → 𝐸 𝑘  𝑚 → 𝐸 𝑘 → 𝑚𝐸 𝐿 ∩ 𝐸 𝑘 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 , 𝐸 𝐿  𝑚  → ⋯ 

:  ومنو يوجد تطبيق
𝑚𝐸 𝐿 ∩ 𝐸 𝑘 

𝑚𝐸(𝑘) 
        
   𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 , 𝐸 𝐿  𝑚   

, 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘حيث   𝐸 𝐿  𝑚  =  𝑓:𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 → 𝐸 𝐿  𝑚 ;𝑓 𝜍 = 𝜍 𝑝 − 𝑝  
: ولنبرىن أنو متباين

∀ 𝑞, 𝑞′ ∈ 𝑚𝐸 𝐿 ∩ 𝐸 𝑘 
𝑚𝐸 𝑘  ⇒ 𝑓𝑞 = 𝑓𝑞 ′ ⇒ 𝜍 𝑝 − 𝑝 = 𝜍 𝑝′ − 𝑝  

⇒ 𝜍 𝑝 − 𝑝′ = 𝑝 − 𝑝′  ⇒ 𝑝 − 𝑝′ ∈ 𝐸 𝑘  
⇒ 𝑞 − 𝑞′ = 𝑚𝑝 − 𝑚𝑝′ = 𝑚 𝑝 − 𝑝′ ∈ 𝑚𝐸 𝑘  ⇒ 𝑞 ≡ 𝑞′ 𝑚𝑜𝑑 𝐸 𝑘   

, 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 منتيية بالتالي  𝐸 𝐿  𝑚وبما أن زمرة غالوا منتيية و  𝐸 𝐿  𝑚   منتيية وعميو تكون 
𝑚𝐸 𝐿 ∩ 𝐸 𝑘 

𝑚𝐸(𝑘) منتيية   .

∩ 𝑚𝐸 𝐿لدينا الزمرة : من جية ثانية 𝐸 𝑘 
𝑚𝐸(𝑘) ىي نواة التطبيق  :

𝜙:
𝐸(𝑘)

𝑚𝐸(𝑘) →
𝐸(𝐿)

𝑚𝐸(𝐿)  

وبالتالي نشكل المتوالية الصحيحة من اليسار  
0 → 𝑚𝐸 𝐿 ∩ 𝐸 𝑘 

𝑚𝐸(𝑘) →
𝐸(𝑘)

𝑚𝐸(𝑘) →
𝐸(𝐿)

𝑚𝐸(𝐿)  
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𝐸(𝑘)ومنو 
𝑚𝐸(𝑘) تقع بين زمرتين منتييتين بالتالي ىي منتيية  .

 مجموعة منتيية من الأعداد 𝑆 حمقة الأعداد الصحيحة و 𝒪𝑘 حقلًا و 𝑘ليكن : [1]( 3)مبرىنة مساعدة 
𝑚، من أجل 𝒪𝑘الأولية في  ≥  . منتيياً 𝑆 غير المتشعب خارج 𝑘 يكون التوسيع التبديمي الأعظمي لـ 1
  سنبين في المبرىنة التالية أن𝐸 𝑘 

𝑚𝐸 𝑘   منتيو من أجل كل 𝑚 ≥ 1  .

 𝐸 𝑘 عندئذٍ 𝑘 منحنياً إىميمجياً معرفاً فوق الحقل  𝐸 𝑘 ليكن :3مبرىنة 
𝑚𝐸 𝑘   منتيو وذلك ميما تكن 

𝑚 ≥ 1 .
:  لدينا المتوالية الصحيحة التالية:البرىان

(2    )0 → 𝐸 𝑘   𝑚 → 𝐸 𝑘  
  𝑚   
   𝐸 𝑘  → 0  

𝐺عمى اعتبار أن  (2)عمى المتوالية  (2)نطبق المبرىنة  = 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 فنجد  :
0 → 𝐸 𝑘  𝑚 → 𝐸 𝑘 

𝑚
→𝐸 𝑘 

𝛿
→𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚] → ⋯ 

 𝛿1:𝐸 𝑘:  وبالتالي يوجد تطبيق
𝑚𝐸 𝑘  → 𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  .

, 𝐺𝑎𝑙 𝑘وبما أن عمل زمرة غالوا  𝑘  عمى 𝐸(𝑘 )[𝑚]تافو فإن    :
𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚] = 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚] . 
𝑘 بحيث أن 𝑘 توسيعاً منتيياً لـ 𝐿ليكن  ⊆ 𝐿 ⊆ 𝑘  و 𝐿 يحوي الحقل 𝑘 مع جميع العناصر 𝑝 ∈ 𝐸 𝑘   

𝑝بحيث  ∉ 𝐸 𝑘  عمى اعتبار  (2)عمى السمسمة  (2) وبالتالي بتطبيق المبرىنة𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝐿  نجد أن :
0 → 𝐸 𝐿  𝑚 → 𝐸 𝐿 

𝑚
→𝐸 𝐿 

𝛿
→𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝐿 , 𝐸(𝑘 )[𝑚] → ⋯ 

 𝛿2:𝐸 𝐿:  وبالتالي يوجد تطبيق
𝑚𝐸 𝐿  → 𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝐿 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  .

, 𝐺𝑎𝑙 𝑘وبما أن عمل زمرة غالوا  𝐿  عمى 𝐸(𝑘 )[𝑚]تافو فإن    :
𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝐿 , 𝐸(𝑘 )[𝑚] = 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝐿 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  
, 𝐺𝑎𝑙 𝑘ولدينا  𝐿  زمرة جزئية نظامية في 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘  فباستخدام تعريف المتوالية الصحيحة العكسية نحصل ،

: عمى المخطط التالي
0  0  0   

→
 

 

→
 

 

→
 

  
𝐸 𝐿 

𝑚𝐸 𝐿   
→ 

𝐸 𝑘 
𝑚𝐸 𝑘   

→ 𝑘𝑒𝑟𝜙 → 0 

𝛿
2

→ 

 

𝛿
1

→ 

 

↪ 

  

𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝐿 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  𝛾
→ 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  → 𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  → 0 
 

𝐻1ومنو  
 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 ,𝐸(𝑘 )[𝑚] = 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝐿,𝑘 , 𝐸(𝑘 )[𝑚]  

ومن المخطط لدينا 
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0 → 𝐸 𝑘 
𝑚𝐸 𝑘  

𝛿1
→𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 𝑘  [𝑚] → ⋯   

:  معرف بالشكل التالي𝛿حيث أن 
∀𝑥 ∈ 𝐸 𝑘 

𝑚𝐸 𝑘  ;  𝑥 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑚𝐸 𝑘   

⟹ 𝛿1 𝑥 = 𝜍 𝑏 − 𝑏 ∈ 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 𝑘   𝑚  ; 𝑏 ∈ 𝐸 𝑘  , 𝜍 ∈ 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘  
𝑏بما أن  ∈ 𝐸 𝑘   فإنو حسب تعريف 𝐿 يكون 𝑏 ∈ 𝐸 𝐿  وبالتالي 𝛿2 𝑥 = 𝜍 𝑏 − 𝑏 =  وبالتالي  0

𝛿1 𝑥 ∈ ker𝛾 = 𝐻𝑜𝑚 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘 , 𝐸 𝑘   𝑚  ⇒ 𝜍 ∈ 𝐺𝑎𝑙 𝐿, 𝑘  
𝑏 بالإضافة إلى العناصر 𝑘 بأنو عبارة عن الحقل 𝐿وبالتالي يمكن تحديد الحقل  ∈ 𝐸 𝑘   التي تحقق أن 

𝑚 𝑏 = 𝑎 إضافة إلى ذلك فإن الحقل ،𝐿 ىو التوسيع الأعظمي لمحقل 𝑘 من المرتبة 𝑚 . وبقي أن نبرىن أن ىذا
. التوسيع منتيي

ولذلك . 𝑆 غير متشعب خارج 𝐿 ونبين أن 𝑆سوف نبحث عن مجموعة منتيية  (3)من المبرىنة المساعدة 
.  𝑆 [6] زمرة مخططة تبديمية فوق 𝔈يكفي برىان أن  

𝓂 متحول نيوترية و 𝑛 حمقة كثيرات الحدود بـ 𝑅[𝑋]لتكن : [12]( 4)مبرىنة مساعدة  =  𝑓𝑖  إيديال 
dim مصفوفة جاكوبي عندئذٍ 𝒥 و 𝑅[𝑋]أعظمي في  𝓂

𝓂2 + 𝑟𝑘 𝒥 = dim 𝑅 𝑋   .
 إنيا زمرة مخططة 𝔈، يقال عن 𝑆 مجموعة متممة لـِ 𝑈 مجموعة كيفية و 𝑆لتكن : [6]( 5)مبرىنة مساعدة 

𝔈 إذا وجد تطبيق 𝑆تبديمية فوق  → 𝑈 ًمسطح وأممس ويممك نقاط فيبر مترابطة ىندسيا .  
  بين المنحنيات الاىميمجية ومجموعة جزئية من الإيديالات الأولية 1-1أن يوجد تقابل  (4)سنبين بالمبرىنة 

 .  𝑚عدد النقاط التي رتبتيا تساوي  (5)، ثم سنحدد في المبرىنة 𝒪𝑘في 
:𝒻 المورفيزم :4مبرىنة  𝔈 → 𝑈; 𝑈 ⊆ 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘  ًمسطح وأممس ويممك نقاط فيبر مترابطة ىندسيا  .
 وبالتالي تشاكلًا جبرياً، حسب نظرية 𝔈 منحنياً إىميمجياً من أسرة المنحنيات الاىميمجية 𝐸 ليكن :البرىان

ℙ𝑘 بين التشاكلات الجبرية في 1-1الأصفار الاسقاطية ليمبرت يوجد تقابل 
𝑛 والايديالات الأولية في 𝑘[𝑋] بحيث  

𝐸 ⊆ 𝔸𝑘
𝑛 ↪ ℙ𝑘

𝑛 ⟷
1:1

𝑆𝑝𝑒𝑐 𝑘 𝑋   
:𝑓ومنو يوجد مورفيزم  𝔈 → 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝑘 𝑋   معرف بالشكل 𝑓 𝐸 = 𝐼 =  𝐸  
𝒪𝑘من جية ثانية لدينا  ⊆ 𝑘 وبالتالي يوجد تطبيق 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑘 𝑋 ↠ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘  𝑋   [6] ومنو يوجد تطبيق

𝔈من  → 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘 𝑋   ولدينا 𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 [𝑋] ↠ 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘  وبالتالي يوجد مورفيزم ℱ: 𝔈 → 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘  
= ℱ 𝐸 :معرف بالشكل ℯ  .

o 𝒻ليكن :  مسطح𝐽 إيديالًا كيفياً في 𝒪𝑘 𝑋  ٍعندئذ 𝒪𝑘[𝑋]
𝐽  ىو 𝒪𝑘 مودول ولبرىان أن 𝒻 مسطح يكفي أن 

𝒪𝑘[𝑋]نبرىن أن 
𝐽  ىو 𝒪𝑘 ومنو يجب برىان أن التطبيق[2] مودول مسطح  

𝓅 ⊗
𝒪𝑘  𝑋 

𝐽 →
𝒪𝑘 [𝑋]

𝐽  متباين حيث أن 𝓅 إيديال كيفي في 𝒪𝑘  .
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 وبالتالي يمكن تعريف [3]  ساحة ديدكند بالتالي ساحة نيوترية ومنو كل إيديال فيو منتيي التوليد 𝒪𝑘بما أن 
𝓅التطبيق  ⊗

𝒪𝑘  𝑋 
𝐽 →

𝒪𝑘 [𝑋]
𝐽  بالشكل  𝑝, 𝑓 𝑥 + 𝐽 → 𝑝𝑓 𝑥 + 𝐽ولنبرىن أنو متباين   :

𝑘𝑒𝑟 =   𝑝, 𝑓 𝑥 + 𝐽 ; 𝑝𝑓 𝑥 + 𝐽 = 𝐽   
= 𝑝𝑓 𝑥 فإن 𝒪𝑘وحسب وحدانية تحميل الحمقة  𝑝 ومنو 0 =  𝒪𝑘 𝑋 وبالتالي 0

𝐽  حر من الالتفاف في 

𝒪𝑘 وبالتالي 𝒪𝑘[𝑋]
𝐽  ىو 𝒪𝑘 مودول مسطح، وبالتالي المورفيزم ℱ: 𝔈 → 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘  مسطح ومنو 𝒻: 𝔈 → 𝑈 

. مسطح
o 𝒻ليكن  :  أممس 𝐸 ∈ 𝔈 منحنياً إىميمجياً كيفياً و𝐼 =  𝐸  ايديال في 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝑘 𝑋   وبالتالي يكون 

∋ 𝑡𝑖  حيث 𝑡𝑖المنحني الاىميمجي أممساً عند الأعداد الأولية  𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 باستثناء عدد منتوٍ من الأعداد الأولية 
= 𝑟𝑘 𝒥وبالتالي  1 ≠  لا تساوي الصفر عند 𝔈، وبقي أن نبرىن أن رتبة مصفوفة جاكوبي من أجل كل 0

 𝑡𝑖 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘( 4)لدينا من المبرىنة المساعدة .  باستثناء عدد منتوٍ من الأعداد الأولية
dim 𝓂

𝓂2 + 𝑟𝑘 𝒥 = dim 𝒪𝑘 𝑋  
dim حمقة تقييم منفصل فإن 𝒪𝑘بما أن  𝒪𝑘 = dim وبالتالي 1 𝒪𝑘 𝑋 = 𝑛 + dim و 1 𝓂

𝓂2 = 1 
= 𝑟𝑘 𝒥ومنو تصبح . 𝒪𝑘 إيديال أعظمي في 𝓂حيث أن  𝑛 ≠  أممس عمى مجموعة جزئية من 𝒻 وبالتالي 0
𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 ولتكن 𝑈 ومنو 𝒻: 𝔈 → 𝑈أممس   .
o 𝒻لدينا :  يممك نقاط فيبر مترابطة𝐸 زمرة مخططة فوق 𝑘 [13] و 𝐸 = 𝔈𝑘 = 𝔈 ⊗𝑘 𝑘  [6] ًولدينا دوما
𝔈𝑘التطبيق  → 𝔈 و [2] مندمج مفتوح 𝒻: 𝔈 → 𝑆𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 فبتالي 𝐸 ايزومورفي مع مجموعة جزئية في 𝑠𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 

.  𝑈 ولنبرىن أنيا 𝑠𝑝𝑒𝑐𝒪𝑘 إيزومورفي مع مجموعة جزئية في 𝔈 فإن 𝔈ومنو من أجل 
:𝒻إن وجود المورفيزم  𝔈 → 𝑈 يؤدي إلى وجود المورفيزم 𝒻#:𝑂𝑈 → 𝒻∗𝑂𝔈المعرف بالشكل  :

 𝒻#
 𝑉 = 𝒻∗𝑂𝔈 𝑉 = 𝑂𝔈  𝒻−1(𝑉)  حيث أن 𝑉 ⊆ 𝑈  .

0:  لدينا السمسمة الصحيحة التالية → ℑ → 𝑂𝑈 → 𝒻∗𝑂𝔈 →  ومنو  𝒻 نواة ℑ  حيث أن 0
0 → ℑ 𝑈 → 𝑂𝑈(𝑈) → 𝒻∗𝑂𝔈 𝑈 → 0 

0 → ℑ 𝑈 → 𝒪𝑘 ↪ k → 0 
= 𝒻∗𝑂𝔈 𝑈 ومنو [6] مودول مترابط 𝑂𝑈 ىو 𝒻∗𝑂𝔈 فعمي غير تافو عندئذٍ 𝒻بما أن  𝑂𝔈 𝔈  ىو 𝒪𝑘

′ 
𝑈حيث أن [2] مودول منتيي التوليد  = 𝑠𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘 ,𝑈  وبالتالي  ′ 𝑂𝑈  فضاء حمقي مخطط حيث أن 𝑈 =

𝑠𝑝𝑒𝑐 𝒪𝑘 𝐸 مسطح و 𝒻 تشكل تغطية لنفسيا وبما أن  ′ ∈ 𝔈 تشاكل جبري فإن 𝑂𝔈 𝔈  ىو 𝒪𝑘
 مودول حر ′

= 𝑂𝔈 𝔈 وبالتالي  1قياسو يساوي  𝑘 ولدينا ،𝑂𝑈 𝑈 ≅ 𝒪𝑘 [2] و 𝒪𝑘 ↪ 𝑘 ومنو ℑ 𝑈 = ℑ وبالتالي0 = 0 
≅ 𝜋∗ 𝒪𝒜وعميو يكون  𝒪𝑈 وبالتالي 𝜋 تممك نقاط فيبر مترابطة وبما أن 𝐸 منحني أممس عمى 𝑈 فإن 𝜋 يممك 

 𝑆، حيث أن 𝑆 زمرة مخططة تبديمية فوق 𝔈تكون  (5)نقاط فيبر مترابطة ىندسياً ومنو حسب المبرىنة المساعدة 
.  𝑈مجموعة منتيية من الأعداد الأولية التي متممتيا 

 التي يكون 𝑣 إضافة إلى الأعداد الأولية 𝑣|𝑚 التي تحقق 𝑣 من الأعداد الأولية 𝑆 تتألف المجموعة :1نتيجة 
𝐸من أجميا  ∈ 𝔈 ًمنحنياً شاذا  . 

𝑉 منحني إىميمجي وبالتالي تشاكل جبري وليكن 𝐸 لدينا :2نتيجة  ⊂ 𝐸 ولنعرف 𝑂𝐸 𝑉 بالشكل  :
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𝑂𝐸 𝑉 =  𝑓 ∈ 𝑘 𝐸 ; 𝑓 𝑝 = 𝐹 𝑝  ∀𝑝 ∈ 𝑉  
.   تشكل حزمة من الحمقات 𝑂𝐸 𝑉عندئذٍ 

: 𝑚  و 𝑘 تشاكلًا تبديمياً فوق 𝐸ليكن : [14] [6]مبرىنة مساعدة  𝐸 → 𝐸 تطبيق معرف بالشكل 
  𝑚 𝑝 = 𝑚𝑝 عندئذٍ درجة التطبيق [𝑚] تساوي 𝑚2 dimk 𝐸  .

: 𝑚  التطبيق :5مبرىنة  𝔈 → 𝔈 يتال منتيي درجتو 𝑚2 غامر وا  dim𝑘 𝐸  . 
: 𝑚  التطبيق :البرىان 𝔈 → 𝔈 ىو توسيع لمتطبيق  𝑚 : 𝐸 → 𝐸  

o  بما أن التطبيق 𝑚  غامر من أجل كل 𝐸 ∈ 𝔈  فإن التطبيق  𝑚 : 𝔈 → 𝔈 غامر، وبما أن  𝑚  
.  منتيي 𝑚 ىومومرفيزم فإن 

o  𝑚 ( 4)لدينا من المبرىنة :  مسطح𝔈  زمرة مسطحة وبالتالي [𝑚]مسطح  .
o [𝑚] غير متشعب لأنΩ𝔈/𝔈 = 0  

: 𝑚 وبالتالي التطبيق  𝔈 → 𝔈  إيتال وبما أن  𝑚  منتوٍ فإن  𝑚  إيتال منتيي وبالتالي حسب المبرىنة 
: 𝑚 فإن درجتو منتيية وتساوي درجة كل فيبر جزئي منو  (6)المساعدة  𝐸 → 𝐸  وبالتالي درجة التطبيق  𝑚 : 𝔈 →

𝔈 تساوي 𝑚2 dimk 𝐸  .
: 𝑚  بما أن التطبيق :3نتيجة  𝔈 → 𝔈فإن نواتو منتيية وبالتالي إذا كانت   إيتال منتيي𝑚 =  فإن  3

𝐸 3 = 32 = 9 ≅ ℤ
3ℤ ⊕ ℤ

3ℤ  
زمرة صفوف الايديال، إذا كان - 𝐶𝐿𝑆 𝑘  𝑆 زمرة صفوف الايديال و  𝐶𝐿 𝑘ليكن : [3]( 7)مبرىنة مساعدة 

𝑛 ∤ 𝐶𝐿(𝑘)  فإن𝐻1
 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝑘 , ℤ𝑛;𝑆 = 𝐻𝑜𝑚 𝐶𝐿𝑆 𝑘 ,ℤ𝑛 = 0 . 

  بإيجاد قيم  (7)و  (6)سنقوم في المبرىنتين𝐷 1 التي تجعل رتبة المنحني الاىميمجي تساوي  .
= 𝔈 ℚ  3 إذا كان (:6)مبرىنة  𝔈 𝑘  3  3 و ∤ 𝐶𝐿(𝑘) ّفإن 𝐷 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)  .
 :  فإنّ المتوالية التالية صحيحة3 بما أن المنحني الاىميمجي يممك نقاطاً رتبتيا تساوي :البرىان

(3   )0 → ℤ3 → 𝐸 3 → 𝜇3 → 0  
𝐺عمى اعتبار  (3)عمى المتوالية  (2)بتطبيق المبرىنة المساعدة  = 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 فنجد  :

(4 )0 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , ℤ3 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸[3] → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝜇3 . 
:  زمرة كيفية يكون𝑀 و 𝑘 مجموعة منتيية من الأعداد الأولية في 𝑆ومن أجل 

𝐻1
 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝑘 , 𝑀; 𝑆 =  𝜉 ∈ 𝐻1

 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝑘 , 𝑀 ; 𝑆  غير متشعب خارج  𝜉  
:  نجد المتوالية التالية (4)عندئذٍ من المتوالية 

(5 )
 0 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , ℤ3; 𝑆 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 3 : 𝑆 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝜇3; 𝑆 . 

3لدينا من الفرض  ∤ 𝐶𝐿(𝑘)  يكون  (8)وحسب المبرىنة المساعدة𝐻1
 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝑘 , ℤ3; 𝑆 = 0  .

: بالشكل (5)ومنو تصبح المتوالية 
(6  )0 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 3 : 𝑆 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝜇3; 𝑆 . 

,𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸 لدينا [1]من ناحية ثانية حسب  𝑘 ⊆ 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 3 : 𝑆1  حيث أن 𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸, 𝑘  
;𝑣  و ∞ التي تحوي 𝑘 مجموعة الأعداد في 𝑆1 و[9] (Selmer group)ىي زمرة سممر 𝑣|3𝐷  إذا كان ،𝑣|3 فإن 
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𝐸 ≅ 𝐸𝑣 𝑚𝑜𝑑 𝑣  ولكنو لدينا حسب الفرض 𝐸 ℚ  3 = 𝐸 𝑘  3  فإن 𝐸 لو تمثيل جيد عند النقطة 𝑣 ومنو 
𝜉 ∈ 𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸, 𝑘  غير متشعب عند النقطة 𝑣 وىذا يناقض كون 𝑣 ∈ 𝑆1 وبالتالي 𝑣 ≢ 3(𝑚𝑜𝑑 4) ومنو  

𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸, 𝑘 = 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 3 : 𝑆2  
;𝑣  و ∞ التي تحوي 𝑘 مجموعة الأعداد في 𝑆2حيث أن  𝑣|𝐷  وبالتالي 𝑣 = 𝐷 ومنو 𝐷 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 4   .

:  بالشكل (6)وبالتالي تصبح السمسمة 
0 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝐸 3 : 𝑆2 → 𝐻1 𝐺𝑎𝑙 𝑘 , 𝑘 , 𝜇3; 𝑆2 . 

 [15]: حيث أن

 𝐻1
 𝐺𝑎𝑙 𝑘 ,𝑘 , 𝜇3:𝑆2 ≅

[𝟏𝟓]

 𝑏 ∈ 𝑘∗

𝑘∗3 ; 𝑜𝑟𝑑𝑣 𝑏 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 3  ∀𝑣 ∉ 𝑆2    

     ≅ ℤ
3ℤ ⊕ ℤ

3ℤ = 𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸, 𝑘  
𝑘إذا كان : [17, 16] [8]مبرىنة مساعدة  = ℚ  𝐷  حقلًا مميزه 𝑑 3  بحيث, 𝑑 = :  ويحقق1

i. 3 ∤ 𝐶𝐿(𝑘). 
ii. 𝑣 تنشطر في 𝑘 حيث أن 𝑣 ∈ 𝑆2. 
iii. 𝐸 ℚ  3 = 𝐸 𝑘  3 . 

,𝑑 ( Heegner point)عندئذٍ نقطة ىيغنر   ليا رتبة تساوي اللانياية ورتبة المنحني الاىميمجي تساوي  1,1
1   .

𝔇 إذا كان (:7)مبرىنة  ⊆ 𝔈 حيث 𝐷عدد أولي و 𝐷 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 8) فإن رتبة المنحني الاىميمجي تساوي 
, III 𝐸 𝑘 [9]( Shafarevich group) بالإضافة إلى أن زمرة شافاريتش 1 𝑘  3 = 0  .

= 𝔈 ℚ  3أنو إذا كان   (6) لدينا من المبرىنة :البرىان 𝔈 𝑘  3  3 و ∤ 𝐶𝐿(𝑘) ّفإن 
 𝐷 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4) ومنو 𝑑 = 𝐷 وتكون 𝑣 تنشطر في 𝑘 إذا كان 𝑑 = 𝐷 ≢ 1 𝑚𝑜𝑑 8  وبالتالي 
 𝐷 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 8) ينتج أن رتبة المنحني الاىميمجي  (8) ومن المبرىنة المساعدة𝐸 ∈ 𝔇 1 تساوي  .

: ومنو يكون
𝐸 𝑘 ≅ 𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠 ⊕ ℤ ⇒ 𝐸 𝑘 ≅ 𝐸 𝑘  3 ⊕ 𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠−3 ⊕ ℤ 

⇒ 𝐸 𝑘 
3𝐸 𝑘  ≅ 𝐸 𝑘  3 

3𝐸 𝑘  ⊕
𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠−3

3𝐸 𝑘  ⊕ ℤ
3𝐸 𝑘   

  ≅ ℤ
3ℤ ⊕ 0 ⊕ ℤ

3ℤ ≅ ℤ
3ℤ ⊕ ℤ

3ℤ  
0ولدينا    →

𝐸(𝑘)
3𝐸 𝑚  → 𝑆𝑒𝑙(3) 𝐸, 𝑘  → III(3) 𝐸, 𝑘 → 0 

0 → ℤ
3ℤ ⊕ ℤ

3ℤ → ℤ
3ℤ ⊕ ℤ

3ℤ  → III(3) 𝐸, 𝑘 → 0 
= III(3) 𝐸,𝑘ومنو  0  .

:𝐸ليكن : [1]( 9)مبرىنة مساعدة  𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏; 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ منحنياً إىميمجياً فوق الحقل 𝑘 ٍعندئذ 
𝑝الننقطة  =  𝑥, 𝑦  ليا رتبة منتيية إذا كان 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ أو 𝑦 = 𝑦2|4𝑎3 أو 0 + 27𝑏2  .

𝑦2 إن حل المعادلات الديوفانتية (:4)نتيجة  = 𝑥3 + 𝐷𝑥 حيث 𝐷 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑 8   ىو 
𝐸 𝑘 = 𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠 ⊕ ℤ 
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,𝑑 إضافة إلى نقطة ىيغنر  (9) تحسب من المبرىنة المساعدة 𝐸 𝑘 𝑡𝑜𝑟𝑠حيث أن   حيث أن المعادلات  1,1
𝑦2الديوفانتية   = 𝑥3 + 𝐷𝑥 في الفضاء الاسقاطي ℙ𝑘

𝑦2𝑧 ىي من الشكل 1 = 𝑥3 + 𝐷𝑥𝑧2  .
 

:  الاستنتاجات والتوصيات
𝑦2توصمنا في ىذه المقالة إلى تحديد عدد النقاط ذات الرتب المنتيية لممعادلات الديوفانتية من الشكل  =

𝑥3 + 𝐷𝑥 وتحديد رتية المنحني الاىميمجي عندما 𝐷 ≡ 5 𝑚𝑜𝑑 8  ونوصي بإيجاد رتبة المنحني الاىميمجي من ، 
𝑦2الشكل  = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 حيث 𝑎, 𝑏 ≠ 0  .
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