
757 

 2012( 2( العدد )41المجمد ) العموم الأساسيةسمسمة   -مجمة جامعة تشرين لمبحوث والدراسات العممية 
Tishreen University Journal for Research and Scientific Studies - Basic Sciences Series Vol.  (44) No. (2) 2142 

 
 المعممة فيتزهوغ ناغوموإيجاد حمول تحميمية لمعادلة 

 والأمثال الثابتة المشتق الكسري بالنسبة لمزمن ذات 
 

 *د. سامي انجرو 
 **د. رامز كروم                                                                                         

 ***ناديا ديب                                                                                       
 

 (2012/ 3/  12قُبِل لمنشر في  . 2012/  1/  20تاريخ الإيداع )
 

 ممخّص  
 

المعممة ذات فيتزهوغ ناغومو ييدف ىذا البحث الى إيجاد مجموعة من الحمول التحميمية ذات موجة منعزلة لمعادلة 
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إذ  ،ذات المشتق الكسري بالنسبة لمزمنفيتزهوغ ناغومو المعدل، ومقارنة النتائج مع حمول الشكل الكلاسيكي لمعادلة 
 سرية غير الخطية.الكمع ىذا النوع من المعادلات التفاضمية الجزئية وسيمة التطبيق ىذه الطريقة فعالة  نجد أن
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  ABSTRACT    
 

In this paper, we aim to find a set of analytical soliton wave solutions for the time 

fractional generalized Fitzhugh - Nagumo Equation with constant coefficients, in the sense 

of modified Riemann - Liouville fractional derivative, by using the exp- function method. 

Comparing the results with these of classical form of the time fractional Fitzhugh - 

Nagumo equation. We found that this method is effective and easy to apply for this type of 

partial fractional nonlinear differential equations.    
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 مقدمة:
لكسري )التحميل الكسري( من أحد مجالات الرياضيات النظرية الذي يتعامل مع التفاضل حساب التفاضل والتكامل ا يعد

برسالة  1695عام ظيرت الفكرة  التفاضل والتكامل التقميدي. يتعميماً لمفيوم يعدفيو  ،والتكامل برتب غير صحيحة
 nاب المشتق من الرتبة يسألو عن ملاحظة خاصة ببحثو المتعمق بحس Leibnizإلى  L'Hopital الباحث أرسميا

   وكان السؤال:" في 

   
   ماذا يحدث اذا كانت   

 

 
المحظة التي ولد فييا ما يعرف بالتفاضل  تمككانت . ؟ "

وآخرون  ،Euler، Laplace، Fourier، Abel ء الرياضيات ىذه المسألة منيم:درس العديد من عمما .[1]الكسري 
 Cauchy، Caputo، Riemann ،Liouville مفة لممشتقات الكسرية من قبلمخت خال تعريفات، ثم تم إد[2]

تمرات التخصصية والبحوث ؤ عديد من الممالعقود الثلاثة الأخيرة ىدفاً ل أصبح ىذا الفرع من الرياضيات في وآخرون.
حساب التفاضل والتكامل الكسري  عنمؤتمر أول  4791في عام  Haven New إذ نظمت جامعة ،الجامعية
التي تعد  كسريةالتفاضمية المعادلات عمى الحساب التفاضل والتكامل الكسري نظرياً حتى تم التعرف ظل  .وتطبيقاتو

الميزة [. 9[ والييدرولوجيا ]6)مرونة المزوجة( ] [، والفيزياء5،1،3نماذج لمعديد من المسائل التطبيقية في عمم الحياة ]
الحالة التالية لا ا يعني أن مية الكسرية في ىذه التطبيقات أنيا غير محمية، ىذالأكثر أىمية لاستخدام المعادلات التفاض

 .وىو الاختلاف بينيا وبين العامل التفاضمي برتبة صحيحة عمى جميع حالاتيا السابقةبل تعتمد عمى حالتيا الحالية 
 :ت وتعطى بالعلاقة الآتيةإحدى ىذه المعادلا ذات المشتق الكسري بالنسبة لمزمنفيتزهوغ ناغومو  معادلةتعد 

  
        (   )(   )                                             (1) 

( the fractional variational iteration methodبطريقة ) ول تقريبية لياحم 2142في عام  M. Merdanقدم 
بطريقة المويجة  R. Rajaraman و  G. Hariharanمن قبل كل من عددياً تم حميا  2145،وفي عام  [8]
(wavelet methods the )[9]،  ثم قام كل منY.Pandir  وY.A.Tandogan   في العام نفسو، بتقديم حمول

 .A قامثم [، 41]( The modified trial equation methodمستخدمين طريقة المعادلة التجريبية المعدلة )دقيقة 

Bekir بطريقة منشورتحميمياً ميا بح[ 44] 2146م عا في آخرون و-(  /G) ( The (  
/G) -expansion 

method ) قدم  2149، وفي عامA. Bekir  بطريقة الدالة الأسية  حمول دقيقة ليا[ 42]آخرون و                         
 ( The Exp- function method). معادلةطريقة الدالة الأسية لباستخدام  سنحاول في ىذا العمل إيجاد حمول دقيقة 

 :التي تأخذ الشكل الآتي وذات الأمثال الثابتة بالنسبة لمزمن المعممة ذات المشتق الكسريفيتزهوغ ناغومو 
  

              (   )(   )                           (2)  
 :ئيبتداالاشرط ، مع الغير معدومة حقيقية ثوابت  و  و   حيث

  (   )  
 

   

  

√ 

                                  (3) 

 
 البحث وأىدافو:أىمية 

 ذات المشتق الكسريالمعممة فيتزهوغ ناغومو ذات موجة منعزلة لمعادلة تقديم حمول دقيقة ييدف ىذا البحث إلى 
د في غاية الأىمية بالنسبة لمباحثين، لأنو يقدم فيو يع، باستخدام طريقة الدالة الأسية بالنسبة لمزمن وذات الأمثال الثابتة

حمولًا صريحةً، إذ تمعب ىذه الحمول دوراً كبيراً في فيم وتفسير العديد من الظواىر الفيزيائية والكيميائية وخاصة تمك 
 التي تنشأ عن إزاحة غير خطية. 
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 طرائق البحث ومواده:
التحميل الكسري والمعادلات التفاضمية شكل خاص في مجال ية، وبيندرج ىذا البحث تحت اختصاص الرياضيات النظر 

لذلك فإن التقنيات الرياضية المستخدمة ىنا، تعتمد بشكل أساسي عمى طرائق حلّ المعادلات  ذات الاشتقاق الكسري،
بات ، وحل جمل المعادلات الجبرية غير الخطيّة، وبرامج الحساة غير الخطيّة ذات المشتق الكسريالتفاضمية الجزئي
 ...Mathematicaو  Mapleالرياضية مثل 

 
 النتائج والمناقشة:
ليوفيل الكسري المعدل وبعض خواصو التي سنستخدميا لاحقاً في طريقة  –تعريف مشتق ريمان سنستعرض في البداية 
 (:2إيجاد حمول المعادلة )

 :[14,13] ليوفيل الكسري المعدل - تعريف مشتق ريمان
Modified Riemann - Liouville fractional derivative)) 

لكن ليس من الضروري أن يكونا قابمين  ،، بحيث يكونان مستمرين عمى  نيمعرف حقيقيين نتابعي    و  ليكن 
 بالعلاقة الآتية:   من المرتبة  ليوفيل الكسري المعدل لمتابع –مشتق ريمان اق من المرتبة الأولى، عندئذ يعطىللاشتق

  
  ( )  

 

 (   )

 

  
∫ (   )  [ ( )   ( )]                  

 

 
      (4) 

 :[14,13]ليوفيل الكسري المعدل  - بعض خواص مشتق ريمان
 الخاصة الأولى:

  
    

 (   )

 (     )
                                                                    (5) 

 ثانية:الخاصة ال
    

 (  ( ))     
  ( )                                                           (6) 

 الخاصة الثالثة:
  

 (  ( )    ( ))     
  ( )     

  ( )                          (7)  
 الخاصة الرابعة:

  
                                                                          (8)     

 :أي أن ،( غير محققة بالنسبة لممشتقات الكسريةchain rule) إن قاعدة السمسمة الخاصة الخامسة:
  

   
  

  
  

                                                                
 :لي نعتبروبالتا

  
      

  

  
  

                                                        (9) 
 [.43]   ثابت  غيرمعدوم  مع          حيث
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 طريقة الدالة الأسية:
ري تحويل عقدي كس ا، إذ قدم2142في عام  [16]في  Heو Liىا اعرض الآن طريقة الدالة الأسية التي وضعستن

(Fractional complex transform)  كسري( إلى معادلة الشتقاق الالتحويل المعادلة التفاضمية الكسرية )ذات
 تفاضمية عادية.

 ضمية الجزئية الكسرية غير الخطية، الآتية:لتكن لدينا المعادلة التفا
 (    

     
 
    

   
     

   
 
    )                               (10) 

 ومشتقاتيا الجزئية الكسرية. (   )  ـكثيرة حدود تابعة ل  الدالة المجيولة، و (   ) ن أث حي
 تتمخص ىذه الطريقة بالخطوات الآتية:

 الخطوة الأولى:
 :[16] الآتي (The traveling wave variable) الجوالة ةليكن متحول الموج

  (   )   ( )        
    

 (   )
  

    

 (   )
                                (11) 

 .لاحقاً  ن يتم تعيينيمايغير معدوم حقيقيان ثابتان       نأ حيث
 ، نحصل عمى:(9) العلاقة باستخدام

                                                    
     

 
  

  
  

   
  

      
  

  
  

                                               (12) 
 [17]. ثابتان حقيقيان      و      أن حيث

( الى معادلة تفاضمية عادية 41ل المعادلة التفاضمية الجزئية الكسرية )تحو ت ،(41في )(12) ( و3و)(11)  بتعويض
 :( )  لـ غير خطية بالنسبة

 (            )                                       (13)     
 ومشتقاتو. ( )   ـكثيرة حدود تابعة ل    حيث

 الخطوة الثانية:
 :[41] بالشكل الآتي ( )  نفرض أن الحل الموجي

 ( )  
  ∑        (  ) 

    

   ∑        (  )
 
    

                            (14)  
  و    و تعين لاحقاً في سياق عممية الحلعداد صحيحة موجبة أp  و q  و c  و d أن حيث

 
 حيث ثوابت مجيولة 

i = -c , …., d  و  j = -p,….,q . ( بالشكل الآتي41العلاقة )سنعيد الآن كتابة: 

 ( )  
    

           

                                           (15) 
  الخطوة الثالثة:

غير ( مع الحد 45)المعادلة في  الأخفض المرتبة خطي ذوموازنة الحد الب cو   pتحدد الأعداد الصحيحة الموجبة 
ذو بموازنة الحد الخطي  dو  q، لتحديد الأعداد الصحيحة الموجبة وبالأسموب نفسو. الأخفضدرجة ذو الخطي ال

( 43بتعويض الحل ) .(45الأعمى في المعادلة ) خطي ذو الدرجةالغير ( مع الحد 45عمى في المعادلة )المرتبة الأ
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نحصل عمى جممة من  تساوي الصفر،   ، ثم بجعل أمثال قوى  قوىجبرية ل نحصل عمى معادلة(، 45في المعادلة )
 Mathematicaو  Mapleمثل  صيغية رياضية اتمج حسابالمعادلات الجبرية غير الخطية، وبحميا باستخدام برا

   و    نحصل عمى الثوابت ..، .....
 

( 43ثم نعوض قيمتيا في الحل ) ،j = -p,….,q  و i = -c , …., d   حيث 
 [22-47] (.45لنحصل عمى حل المعادلة )

تق الكسري بالنسبة المش المعممة ذاتفيتزىوغ ناغومو لمعادلة  منعزلة حمول تحميمية ذات موجة
 الأمثال الثابتة:و  لمزمن
 :الآتي الموجيتحويل ال لنأخذ

 (   )   ( )          
    

 (   )
                        (16) 

 الكسري بالنسبة لمزمن مشتقالنحصل عمى ، (9)و(8) و(7) و (5) باستخدام الخواصثابتان.         حيث 
 ي:كما يأت (   )  متابعل

  
      

  

  
  

      (  
 

 (   )
  

   )                         (17) 
 :، نحصل عمىباستخدام قاعدة السمسمة

    
   

   
 

 

  
(
  

  

  

  
)                                     (18) 

عادية غير التفاضمية المعادلة الالى ( 2) مية الجزئية الكسريةل المعادلة التفاضتحو ت(، 2في )(18) ( و 49) بتعويض
 خطية الآتية:ال

(     )            (   )(   )                        (19)  
 ، نحصل عمى:  الأعمى درجةالذي مع الحد غير الخطي     المرتبة الأعمى طي ذيالتجانس بين الحد الخبموازنة 

   ( )  
     

(    )   

     (  )   
                                            (20) 

  ( )  
     

(  )   

     (  )   
 

     
(    )   

     (  )   
                              (21) 

لمدالة الأسية  درجةوبموازنة أعمى  (،43) وضعت بيدف تبسيط العلاقةثابتة معمومة،  أمثال، i=1,2,3,4مع    حيث 
 (، نحصل عمى:24( و )21) العلاقتينفي 

                                          (22) 
 ومنو:

                                           (23) 
 :لمدلة الأسية في العلاقتين الآتيتين درجةأخفض  وبشكل مشابو نوازن

   ( )  
           

 (    ) 

            (  )                                              (24) 

  ( )  
           

 (  ) 

            (  )  
           

 (    ) 

            (  )                  (25) 
 :بالتالي نحصل عمى ،تبسيط العلاقة، عوامل ثابتة معمومة، وضعت بيدف ,1i=1,2,3مع    حيث 

 (     )      (      )                       (26) 
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 ومنو: 
                                          (27) 

ىذا يعني أنو لدينا الحرية في اختيار الأعداد ، qو  p، أن طبيعة الحمول مستقمة عن اختيار قيم [18,23]يتبين من 
 الشكل الآتي:( 43الحل ) يأخذ، وبالتالي q = d = 1و  p = c = 1سنضع لذلك  ،q و pالموجبة الصحيحة 

 ( )  
                  

                                                 (28) 
 :الآتية المعادلة ( وبإجراء بعض الحسابات نحصل عمى47( في )21بتعويض )

 

 
[   

      
      

         
       

        
   ]    

 :حيث
  (    

         
 )  

      
       

       
      

     
      

        
           

                 
        

      
    

           
                                                   

      
         

           
     

           
          

          
  

                 
            

                  
         

        
  

                            
         

                                   
                                                                
                                                                              

       
       

      
                                      

                                        
                          

                                                                     
                                                                     

                                                                                      
         

            
         

        
                             

                                                                        
                                                                 

                                
          

         
         

      
     

                                
            

     
                

                                                                             
        

   
            

        
                                      

                                                    
          

  
                                                             

      
             

  
        

         
          

          
  

 :بجعل
                                                    (29) 

 و   و  و     و    و     و     و    و   نحصل عمى جممة معادلات جبرية غير خطية بالنسبة لممجاىيل
 :الترميزاتنأخذ  بيدف التبسيط، Maple برنامج باستخدام( 27وبحل الجممة )،  

   √ √     ،               
                                       

      
 ،        
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              ،        
       

     
    

   ،     √       
 :نحصل عمى الحالات الآتية

                         إذا كان 1:حالة 
 

 

√ √  (        )

    
   

   

   
                         

  
 

 

 
√ √     

  
  

√ √         

      
      

 

    
                    

( نحصل عمى حل ذات 21بالتعويض في )و  ،        و      وثوابت اختيارية  و       و   حيث 
 (:2لممعادلة ) منعزلةموجة 

 (   )  
           

            ,                                  (30) 
   حيث 

    

     
  

          

      
  

   

 (   )
 

                                  كان إذا :2حالة 
 

 

√ √  (      )

   
    

  

  
                   

   
 

 

 
√ √    

  
  

√ √       

     
     

 

   
                     

  و   حيث
 
( نحصل عمى حل ذات موجة 21بالتعويض في )و  ،       و      وثوابت اختيارية     و
 (:2لممعادلة )منعزلة 

 (   )  
           

            ,                                  (31) 

   حيث 
    

    
  

          

     
  

   

 (   )
 

                              إذا كان :3حالة 
 

 

√ √  (        )

    
   

   

   
                   

   
 

 

 
√ √     

  
  

√ √         

      
      

 

    
          

    
√      (        )

   
        

  و  حيث 
  

( نحصل عمى حل 21بالتعويض في )و  ،           و       وثوابت اختيارية       و
 (:2لممعادلة ) منعزلةذات موجة 

 (   )  
           

     
    
   

       
 ,                                      (32) 

   حيث 
    

     
  

          

      
  

   

 (   )
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                                                 إذا كان :4حالة 
 

 

√ √  

 
    

 

 
                   

   
 

 

 √ √   
    

 
                  √               

( نحصل عمى حل 21بالتعويض في )و  ،        و     و      و  ثابتين اختياريين      و  حيث 
 (:2لممعادلة ) منعزلةذات موجة 

 (   )  
           

                ,                                     (33) 

   حيث 
  

  
  

        

   
 

   

 (   )
 

                                      إذا كان :5حالة 
 

 

√ √  (      )

   
    

  

  
                   

   
 

 

 
√ √    

  
  

√ √       

     
     

 

   
                  

    
√      (      )

  
  

( نحصل 21بالتعويض في )و  ،        و            و       و ثوابت اختيارية   و     و  حيث
 (:2ى حل ذات موجة منعزلة لممعادلة )عم

 (   )  
           

     
    
  

       
  ,                                      (34) 

    حيث
    

    
  

          

     
  

   

 (   )
. 

                                                إذا كان 6:حالة 
 

 

√ √  

 
    

 

 
                   

   
 

 

 √ √   
    

 
                   √              

ى حل ( نحصل عم21بالتعويض في )و  ،        و      و       ثابتين اختياريين و      و  حيث 
 (:2ذات موجة منعزلة لممعادلة )

 (   )  
           

                ,                                       (35) 

  حيث 
  

  
  

        

   
 

   

 (   )
. 

                                                 إذا كان 7:حالة 
 

 

√ √    

   
    

  

  
               

   
 

 

  (
√ √     

          )
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   و   حيث 
 

( نحصل 21) وبالتعويض في ،             و       و ثوابت اختيارية   و      و 
 (:2ى حل ذات موجة منعزلة لممعادلة )عم

 (   )  
       

     
  
       

   
    

       
 ,                               (36) 

   حيث 
    

    
    

  (              )

     
 

   

 (   )
 

                                              إذا كان 8:حالة 
 

 

√ √     

    
    

   

   
               

   
 

 

   (
√ √      

            )

    
                

   
      

    

     
  

( نحصل 21في ) وبالتعويض ،               و       وثوابت اختيارية    و         و   حيث 
 (:2ى حل ذات موجة منعزلة لممعادلة )عم

 (   )  
         

     
   
      

    
     

       
 ,                                (37) 

   حيث 
     

     
   

   (                 )

      
 

   

 (   )
 

الموجودة نحصل عمى الحمول ذاتيا                 بوضع  (،4,2,5,3,6)في كل من الحالات
 . (1)لكسري بالنسبة لمزمنا ذات المشتق فيتزهوغ ناغومو لمعادلة [12] في المقالة

 ،    ،    ،    ،      ،       ،     مع (53) شكل الحل (1) يبين الشكلو 
 .عزلة، ولجميع الحمول البنية نفسياونلاحظ أن شكمو عبارة عن موجة من،    

 
 (1) الشكل
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 الاستنتاجات والتوصيات:
الأمثال  ذات فيتزهوغ ناغومو عادلةذات موجة منعزلة لم حمول تحميميةالحصول عمى في ىذه المقالة  استطعناد لق

الحمول وبينت النتائج التي حصمنا عمييا أن ىذه الحمول أكثر عمومية من تمك بالنسبة لمزمن،  المشتق الكسريالثابتة و 
طريقة الدالة الأسية عمى حل مثل  ، كما أظيرت قدرةعندما تأخذ الأمثال قيم محددة ، إذ قمنا بمقارنتيا[42]المقدمة في

نشير في النياية إلى أنّ الحسابات المتعمقة بيذا العمل جميعيا تمت باستخدام برنامج  النوع من المعادلات.ىذا 
Maple 13.  جراء المقارنة بين وبناءً عمى النتائج اليامة التي قدمتيا ىذه الطريقة نوصي بأن يتم حميا بطريقة أخرى وا 

 .الحمول
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