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 ممخّص  

تقريبات ىرميت مع نقطتين  معشوائية باستخدامحاكاة عددية لنماذج من المعادلات التفاضمية ال العمل اىذ يقدم
الاستقرار  العشوائية المستمرة مع الزمن بمحاكاة حاسوبية منفصمة. تمت دراسة وينروحساب عمميات تجميعيتين، 

التفاضمية لمعادلات العشوائي بمتوسط المربعات بتطبيق التقنية المقترحة مع عممية وينر عمى نموذج اختبار من ا
وترسم  بقوة من المرتبة الثالثة ومتقاربة بمتوسط المربعات تكون مستقرةالمقترحة تبين الدراسة أن الطريقة . العشوائية

 مناطق واسعة من الاستقرار في المستوي الحقيقي.
 حةتر العددية إلى فعالية وكفاءة الطريقة المق النتائجتشير و  ثلاث مسائل اختبار،ة بحل ترحتم اختبار فعالية الطريقة المق

  .طرائق عددية أخرىبالمقارنة مع 
 
 

تقارب قوي، الاستقرار بمتوسط  ،ىرميت  كثيرة حدود عممية وينر،، معادلات تفاضمية عشوائية :الكممات المفتاحية
  .المربعات
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  ABSTRACT    
 
In this paper, Herimte approximations with two collocation points are used for the 

numerical simulation of stochastic of differential equations (SDE), and continuous wiener 

processes are computed by computer discrete simulations.  The mean-square stability was 

studied by applying the proposed technique with the Wiener process on a test stochastic 

differential equation. 

The study shows that the proposed method is mean-square stability, strongly convergent 

from order third and locates large stability regions of method at the real plane. 

     Moreover, the scheme is tested on three problems to illustrate the applicability and 

efficiency of the purposed technique. Comparisons of our results with others methods, it 

reveals that our method is better than others.  

 

 

 

Key Words: Stochastic Differential Equations, Wiener Process, Herimte Polynomials, 
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 : مـــقدمـــة
البالغة في صعوبة مل نظراً  عشوائية، التي تتضمن مؤثراتحتى وقت قريب النماذج الدراسات من تجاىمت العديد       

مجالات متعددة بعد في  اً ز ميما وبار  دوراً ولكن الآن، تمعب المعادلات التفاضمية العشوائية  .إيجاد حمول تمك النماذج
وىي نمذجة الظواىر العشوائية، الواسعة في واستخداماتيا  لتطبيقات الصناعية والعمميةالتطور التكنولوجي اليائل في ا

 )الاقتصادعموم في عمى سبيل المثال، ونذكر  ،لمعادلات التفاضمية التي تتأثر بالضجة العشوائيةتحدث في منظومة ا
 التحكم عمم (، في)جزيئات السوائل، الضجيج الحراري الفيزياءعمم السكان،  نمو ،(أسعار الأسيم ،، معدل الفائدةتمويل

عمم  ،، عدد أشخاص مصابين بمرض وبائي()عدد خلايا السرطان الطبفي ، (ضبط ، تصفية ،معالجة الإشارات)
 الخ.، والميكانيكا، الأحياء
يكون الذي أن الحل و ذات عمميات عشوائية مستمرة مع الزمن،  ياحمول بأنالمعادلات التفاضمية العشوائية تتميز      
كانية الحصول عمى ، ولسوء الحظ فإن إمبعد لحظة(أو المستقل ) يكون معموم في قد لافي المحظة الحالية  اً معموم

إلى تطوير طرائق عددية لمحاكاة فرة في معظم الحالات ليذا يسعى الباحثون احمول تحميمية لمثل ىذه النماذج غير متو 
  الحمول التحميمية بحمول منفصمة.

وتجا رانجج ك ائقطر بتطوير  2008عام  [12]في  Wang كوتا، فقد قام-الباحثون تطويرات عديدة لطرائق رانج قدم      
شبو  والثانيةصريحة  تين الأولىمن المرتبة الأولى وتم تحديد مناطق الاستقرار لطريق ا  قوي اً تقاربتممك من المرحمة الثالثة 

وحصجل عمجى تقجارب  ،والرابعجة الثالثجة رانج كوتا من المجرحمتين طرائق 2009 عام [5] في Famelis طوركما  ضمنية.
 يد مناطق الاستقرار.من مراتب مختمفة دون التطرق إلى تحد

دراسجة التقجارب بمتوسجط تمجت طرائجق رانجج كوتجا مجن المرتبجة الثانيجة و  2011 عجام [7] فجي وآخرون Khodabinاستخدم 
ومصجججفوفة ، مجججاركوفسمسجججمة  اتعمميجججالاسجججتقرار لتقنيجججة تسجججتخدم  2012 عجججام [14] فجججي وآخجججرون Zhu درس المربعجججات.
 المناسب. التسمسلاستكشاف زمنية جديدة ب اتإلى تقسيمللانتقال  الزمني القفزمعدلات 

باسجتخدام كثيجرات حجدود  العشجوائية يةمالتفاضج معجادلاتنمجوذج مجن الل عدديجة محاكجاة [8]فجي وآخجرون  Mahmoudقجدم 
عمججى  انتعتمجد تينشجرائحي طجريقتين [9-10]فجي شجرائحية مجن الدرججة الخامسجة مججع خمسجة وسجطاء تجميجع، وقجدموا أيضججاً 

تجميجع عمجى الترتيجب وسجطاء أربعجة مجع والسجابعة مع ثلاثة وسجطاء ود ىرميت من الدرجتين الخامسة التقريب بكثيرات حد
مسججائل فججي المعججادلات التفاضججمية متعججددة الثانيججة لحججل لحججل مسججائل فججي المعججادلات التفاضججمية الجبريججة و  الأولججى اسججتخدمت

 الحالات.   
ميمسججتين باسججتخدام  طريقججة 2018 عججام [1] فججي Azadfar & Nabati تقنيججات متعججددة، حيججث قججدم  ريطججو وحججديثاً تججم ت

 . يبتشيز المحمية وشرط خاسمينسكيل شرط تحت ، وحصلا عمى تقارب قويدوال مقتطعة بزمن منفصل
مججع محاكججاة مونججتو كججارلو لمعمميججة العشججوائية،  إيتــو تــايمورطريقججة منشججور  2018 عججام [3] فججي وآخججرون Bayramقججدم 

الاسجتقرار بمتوسجط المربعجات  2018 عجام [4] فجي وآخجرون Eissaدرس مجا وميمسجتين. والحصول عمى تقنيجة أولجر ماريا
اسججتقرار ميمسججتين. منججاطق اسججتقرار أكبججر مججن  منججاطقوحصججموا عمججى  وسججيط حججرب أةلطرائججق مميسججتين ذات الخطججوات المجججز 

تحديجد منجاطق طريقة تقريب متوازنجة بخطجوة مضجاعفة التججزيء، وتجم  2018 عام [6] في Haghighi & Rößler قدم
تعججديلا لطريقججة زيتججا العشججوائية كججدمج بججين  2018 عججام [13] فججي وآخججرون Xiaoقججدم . المسججتوي الحقيقججيالاسججتقرار فججي 
 مارياما وأولر التراجعية، وناقشوا استقرار الحمول العددية.-طريقتي أولر
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 Stochastic Differential Equations(SDEs) : المعادلات التفاضمية العشوائية
 بل البدء نحتاج لمتعريف الآتي:ق 

 [8] (:Wiener Process)ة وينريعمم: 1تعريف
 ،وتحقق الخصائص الآتية: [T,0]المجال  فيمستمر مع الزمن  tW)(ىي متغير عشوائي  وينرإن عممية      

يساوي الصفر وتباين  Meanزيعاً طبيعياً بمتوسط تو  tW)(، يكون توزيع المتغير العشوائي  tمن أجل كل  :1خاصة
Variance  يساويt . 

)0(0إن  :2خاصة W  1باحتمال يساوي . 
Tttمن أجل كل  :3خاصة  )()(، يكون الفرق 210 12 tWtW   طبيعيا بمتوسط  اً موزع اً عشوائي اً متغير

12صفر  وتباين  tt  :وىذا يكافئ العبارة الآتية ، 
)1,0(~)()( 1212 NtttWtW  

 يرمز لمتغير عشوائي يخضع لمتوزيع الطبيعي المعياري.N)1,0(حيث 
Tttttمن أجل كل  :4خاصة  )()(ن ي، فإن الفرق43210 12 tWtW   و)()( 34 tWtW  

 يين مستقمين.يكونان متغيرين عشوائ
  يمكن تمثمييا بمسارات مستمرة. tW)( وينرإن عممية  :5خاصة

العمميات العشوائية لأنيا تمثجّل التكامل لمضجيج المثالي المستقل عن التكرار  نمذجةإن عممية وينر تكون حاسمة في 
 .White noise والمسمى بالضجة البيضاء 

 :[5]بالشكل Stratonovichمية العشوائية وفق صيغة ستراتونوفيتش تعطى المعادلة التفاض    

],[
,

),(),(
Tt

XX

dWXtgdtXtfdX

t

tttt

0

0
0










 
                      (1) 

,: حيث gf دالتان قابمتان لمقياس و
0

0 tXX  ،شرط ابتدائي)(tWW
t
  عممية

tXX)(وينر،
t
  عشوائية أو متغير عشوائي.عممية 

),(تسمى الدالة
t

Xtf ،وتدعى الدالة  معامل الإزاحة لممعادلة التفاضمية العشوائية وىو جزء محدد فييا),(
t

Xtg 
بمعامل انتشارىا، وىو جزء عشوائي يؤثر عمى الحجم المتوسط لمتقمبات 

t
Xاتيا من العممية العشوائية.، التي تنشأ ذ 

 :[2]بالعلاقةستدذا  الا بعذ ايتوصيغة لكافئ م بشكل( 1كتابة صيغة ستشاتُوُفيتش )إعادة  يمكه

ttttXtt WdXtgdtXtgXtdWXtg g ),(),(),(),(
2
1   

( تعطى بالشكل التفاضمي عمى خلاف الشكل المشتق لممعادلة التفاضمية 1التفاضمية العشوائية ) المعادلةنلاحظ أن 
، تكون مستمرة لكنيا ليست قابمة للاشتقاق وينرب ىو أن العديد من العمميات العشوائية تشبو عممية العادية، والسب

dttdW، أي أن العممية 1باحتمال يساوي   ( بالشكل التكاممي الآتي:1، ليذا يمكن كتابة )غير ممكنة )(/

 

tt

sdWsXsgdssXsfXtX
00

0 )())(,())(,()()(   , ],0[ Tt        (2) 

)0(0حيث إن الشرط الابتدائي  XX .ىو متغير عشوائي  
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 :أىمية البحث وأىدافو
  ،في العالم الحقيقي الذي نعيش فيو المختمفة الطبيعية الظواىر يملف عشوائيةنماذج  تصميم إلى الباحثون يمجأ     

في التطبيقات  ميماً دوراً  ىي تمعبو النماذج. ومن المعموم أن لممعادلات التفاضمية العشوائية نصيب كبير من ىذه 
ومسائل التدفق، وعمم الإحياء،  ،والتعاملات المصرفية الاقتصاد،ي ف نماذج لمسائلك ،ةالمتطور  الصناعيةو  العممية

ولسوء الحظ واجو الباحثون مصاعب كبيرة في تحديد الحمول التحميمية لمعظم ىذه . الخ ،حركة الجزيئات، والالكتروناتو 
اً يسعى الباحثون بشكل حثيث لتطوير طرائق عددية حديثو البعض الخوض فييا نظراً لتعقيداتيا، وتجنب النماذج، 
 نيدف وليذا   .لمحصول عمى المعمومات الوحيد السبيل الأني كبيرة أىميةذات  ولالحمتعد ىذه و  ،عددياً  ياحموللمحاكاة 

 .العشوائيةالنماذج  ىذه لبعضول حماللمحاكاة  مستقرة ومتقاربة عدديةلتطوير تقنية 
 

 :طرائق البحث ومواده
لمعادلات التفاضمية العشوائية، بعض المحاكاة مسارات الحمول لعددية طريقة  ىذا المقال العمميفي ناقش ن       

لمسائل نمط النموذج اختبار من  ياقيتطبيتم التقارب العددي ليذه الطريقة عندما تحميمية للاستقرار و دراسة تقديم و 
منيجية البحث عمى بعض مفاىيم الإحصاء الرياضي وتقنيات التحميل العددي، والتحميل الدالي،  تعتمد. المطروحة

جامعة  -كمية العموم-تم إجراء ىذا البحث في قسم الرياضياتوالتحميل الرياضي، وعموم الخوارزميات، والكمبيوتر. 
 .2019 نيسان 2018 تموزفي الفترة الواقعة بين  تشرين

 
 النتائج والمناقشة:

  :العشوائية المتقطعة عممية وينرلمسار  ةحاسوبي اةمحاك

 Computer Simulation of Discrete Wiener Process Path 

 ليذا نأخذ تجزئجة  .tمحددة عند قيم منفصمة لج  tW)(حيث تكونالمنفصمة  وينرإجراء محاكاة حاسوبية لعممية ب نقوم  
]0,[منتظمججة لممجججال  T خطججوة بnTdt / ، وn ،حيججث عججدد صججحيج موجججب )( jj tWW  لأجججل dtjt j  ،

nj ,...,,10:وىكذا يتحقق لدينا من خصائص عممية وينر الآتي . 
00نجد أولا أن  W   1باحتمال. 

 كذلك نجد:و 
njdWWW jjj ,...,,, 211   

~)1,0(متغير عشوائي مستقل لو التوزيع   وى jdWإن كل  و NdtdW j وبالتالي فإن ،rddtdW j  ،
 .h=dtالترميز أحيانا ، ولمتبسيط نستخدم N(0, 1)لو التوزيع متغير عشوائي  rd حيث

ـــرعمميجججة  يحجججاكي Mathematica11مغجججة بججججا نقجججدم برنام       بخطجججوة ،  [T,0]فجججي المججججال  المنفصجججمةالعشجججوائية  وين
n=256, dt=1/256 .حسجب المتوسججط والوسجط والتبججاين نثجم ، (1فجي الشججكل) عمميججة وينجرمسجار  لمحاكجاةالبرنججامج  ننفجذ

 (. 1لقيم وينر العشوائية ونضع النتائج في الجدول)
 n=256 ،T=1.0 ،dt=1/256  :المدخلات
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Clear[W,dW,dt,n,T]; 

n=2^8;   T=1.0; 

dt=(T)/(n); 

W[0]=0; 

dW[1]=Sqrt[dt]*RandomReal[{-1,1}]; 

W[1]=W[0]+dW[1]; 

For[i=2,i<=n,   dW[i]=Sqrt[dt]*RandomReal[{-1,1}]; 

 W[i]=W[i-1]+dW[i]; 

 i++] 

ListPlot[Table[{i dt,W[i]},{i,0,n}],Joined->True,Mesh->All, PlotLabel->"Wiener process"] 

Wien = Table[W[i], {i, 0, n}] 

{Mean[Wien], Median[Wien] ,Variance[Wien]} 
 

 

 
 .[0,1]في انمجال انسمني  dt=1/256بخطوة (: تونيد عمهية وينر انعشوائية 1انشكم)

 

 dt=1/200، وخطوة زمنية n=200( باستخداو 1في انشكم) انممثهة قيم وسطاء عممية وينر(: 1جدول)

 القيم العشوائية باينت
Variance[Wi] 

 وسيط القيم العشوائية
Median [Wi] 

 متوسط القيم العشوائية
Mean[Wi] 

0.00561471 0.0181193 0.00616789 
 

 Numerical Technique of SDEs ممعادلات التفاضمية العشوائية:ل عددية تقنية
ولأججل ذلجك  ،(1)صيغة ستشاتُوُفيتشمعطاة وفجق العشوائية التفاضمية المعادلة لانشئ تقنية عددية ونطبقيا عمى نس    

Ttttt :منتظمججججججججججججججةالتجزئججججججججججججججة النسججججججججججججججتخدم  nn  110 ]0,[لممجججججججججججججججال  0... T حيججججججججججججججث ،dtiti  ،
ni ,...,,10،  و

n

T
dt  وطول الخطوة ، n عدد صحيج موجب. 

 Hermite Interpolation [15] :هرميت استيفاء

)(],[بفرض         1

1

 kk ttCtX 1، حيث
C  مشتقاتيا من المرتبة الأولى في  معىو فضاء الدوال المستمرة

],[المجال الجزئي 1kk tt ،عند طرفي ىذا المجال:ىرميت استيفاء  شروط ونضع 
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 :[15]تكتب بالشكل tHk)( الثالثةوحيدة من الدرجة  ىرميت عندئذ توجد كثيرة حدود
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 :بالشكل (1( _ )3لتبسيط التعبير نعيد كتابة كثيرة حدود استيفاء ىرميت )
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2]1[22
)21(  )21()(   kkkkk SSSStH   , 

1101   nkttt kk ,...,,],,[                       (5) 
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]1[

kkkkkk tHdhStHS                                                            (6) 

]1,0[1 ,/)(   dhtt k  

),()(حيث   0000 tHtH  دء لممسألة.قيم ابتدائية وىي معمومة من شروط الب 
 نحصل عمى: t( بالنسبة لج 5وباشتقاق كثيرة الحدود )
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,,,-tHk ,1)( شريحة nوبشكل عام فإن التجزئة تحدد  nk 10 ،:تعطى بالشكل 
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 لنعرف نقطتين تجميعيتين:
dt,ttdt,tt kk kk                                             (8) 

I],,[,,,-1,في كل مجال جزئي  nktt kkk 101  : مع الوسيطين التجميعيين ، 
   10                                                          (9) 

منظومة المعادلات  إلى( 9)-(8لتجميع)مع نقاط ا (7)-(5الشرائحية )ىرميت الآن بتطبيق كثيرات حدود      
  (، ينتج لدينا:1)العشوائية التفاضمية 
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               (10) 

 وىي خاضعة لمشروط الابتدائية:
0000 )()( XtHtH                                         (11) 

 ( بالشكل:10تكتب المنظومة )
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  نحصل عمى الصيغة التكرارية الآتية: ،بصيغة المصفوفات (12)نعيد كتابة المنظومة 
kkk FhSBSA 1    ,  k=0,1,…,n-1                                      (13) 

rddtdWk :حيث  ، وrd  لو التوزيع عشوائي متغيرN(0, 1)و ، dth  طول الخطوة. 
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10 قابمة لمحل دائما من أجل (13) إن المنظومة    1 المجاىيل متجوويمكن تعيينkS  مجال في كل
],[جزئي  1kk tt  لأن المصفوفةAحيث نجد أن:مقموب  دائماليا ( 14بالعلاقة ) المعطاة 

0)1(6)(  ADet 

 Mean-Square Stability of Method: لطريقةلبمتوسط المربعات الاستقرار 

 أولا التعريف الآتي.قبل البدء نقدم       
0: يقججال عجججن طريقجججة عدديجججة إنيججا مسجججتقرة بمتوسجججط المربعجججات، إذا وجججد [4](2تعريـــف)

* h ،طريقجججة عمجججى ال تطبيجججقوب
 :النياية تحققأن يجب  Xkمتتالية من التقريبات الحل العددي ولد ي( 1مسألة اختبار من الشكل)
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0||
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
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k
XELim  

)0,(لأجل أي خطوة 
*

hh حيث ،E .يرمز لمتوقع الرياضي 
  : [12]الآتية  ةالعشوائي مسألة الاختبار الخطية النموذجيةنأخذ ل

)()()()( tdWtXdttXtdX                                             (16) 

 
 يتخضع لمشرط الابتدائ

 X(0) = X0 

 ممك الحل التحميمي:ت المسألةذه ، وىثابتان حقيقيان,حيث أن 
)](exp[()0()( tWtXtX       معX(0) = 1  

)(0ولاحظ بسٍُلة أوً إرا كان   e 9فإن الحل التحليلي يحقق الىٍاية 

0|)(|
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
tXELim

t
 

 يجب تقمد الحل التحميمي في سموكو. بمتوسط المربعاتعددية حتى تكون مستقرة الطريقة الوىذا يعني أن 
  ينتج لدينا:(، 16مسألة الاختبار) إلى( 9)-(8مع نقاط التجميع) (7)-(5) التقريباتبتطبيق الآن سنقوم      
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 :بالشكل( 18العلاقة )يمكن إعادة كتابة 
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),,,((]),[(تسمى الدالة 
2  gREhR  لمطريقة العددية بمتوسط المربعات بدالة الاستقرار. 

 إذا كجان بمتوسجط المربعجات مسجتقرةإنيجا  (20)ا صجياغة تكراريجة مجن الجنمط ليجعدديجة عن طريقة  يقال: [11]( 3)تعريف
)),,,((1 نصجججف القطجججر الطيفجججي لمصجججفوفة الاسجججتقرار يحقجججق  hR  حيجججث ،  يسجججاوي أكبجججر القجججيم المميجججزة

),,,( لممصفوفة hR  .بالقيمة المطمقة 
لأجل  إذا كان بمتوسط المربعات مستقرة (20)المعرفة بالعلاقة التكرارية  عدديةالطريقة تكون ال (:1نتيجة)

0)(  e  1,0(و(, h ً1 ، حيث يتحقق لدينا دائما)),,,((  hR. 
ذا أخذناو  2,2,99.0 القيم المعيارية ا   h  ولأجل قيم مختمفة لوسيط الاستقرار  سنحصل عمى قيم

 (.2نصف القطر الطيفي لمصفوفة الاستقرار موضحة في الجدول)

)),,,((قيم النصف القطر الطيفي لمصفوفة استقرار المنظومة التكرارية لمطريقة  (:2الجدول)  hR 
999.0 95.0 9.0 8.0 7.0 6.0  55.0  

0.165084 0.219039 0.279503 0.420405 0.596181 0.821605 0.96 

 ( أن الطريقة المقترحة مستقرة .3نستنتج بحسب التعريف)
 :ملاحظة

مى مساحات كبيرة من الاستقرار بمتوسط المربعات عندما تزداد قيم وسيط ( إلى توقع الحصول ع2تشير نتائج الجدول) 
 باتجاه الواحد.  الاستقرار
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 طق الاستقرار بمتوسط المربعات لمطريقة:اتحديد من
Mean-Square Stability Regions of Method 

),,,(بمتوسط المربعات  دالة الاستقرارتخدم تس      hR قيم في تحديد منطقة الاستقرار لمطريقة الشرائحية وفق 
hqhpالمتحولين الحقيقيين    بمتوسط  التي ترسميا دالة الاستقرار 0pqىي المنطقة من المستوي و  ,

 التي تحقق المتراجحة: المربعات
1||),,,(||),(  hRqp 

عندما تتحول  qp , . 
ممة بالمون ظالم اليلالية طقاوىي المنالمقترحة  لمطريقةبمتوسط المربعات طق الاستقرار امن-(5) (2)الأشكالفي  نحدد 

وجود  ما يؤكد، وىذا من المستويالسالب عمى أجزاء كبيرة من الجزء الأيسر  طقاذه المنى وتستحوذ، الأخضر
 باتجاه الواحد. تقرارالاسالاستقرار واتساع مساحتو عندما تزداد قيم وسيط 

 
  .هي انمنطقة انمظههةو55.0 لأجم انمربعات  نهطريقة انمقترحة طمنطقة الاستقرار بمتوس (:2الشكل)

 
  .هي انمنطقة انمظههةو8.0 لأجم انمربعات  نهطريقة انمقترحة طمنطقة الاستقرار بمتوس (:3الشكل)



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 9148( 6) العدد( 14) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

65 

 
 .هي انمنطقة انمظههة و 9.0لأجم انمربعات  نهطريقة انمقترحة طمنطقة الاستقرار بمتوس (:4الشكل)

 

 .هي انمنطقة انمظههة و 999.0لأجم انمربعات  نهطريقة انمقترحة طمنطقة الاستقرار بمتوس (:5الشكل)
 

 Error Estimation for Methodمطريقة لتقدير الخطأ 
 :بحيث يتحقق لدينا Cوجد ثابت إذا  p تممك تقارب قوي من مرتبة تساويإنيا عددية عن طريقة  يقال: [6]( 4)تعريف

p

n hCXXE  |(| ) 
]0,[ لأجل أي نقطة مثبتة Thn  و ،h>0  كفايةطول الخطوة مقدار صغير 

)(]0,[بفججججججججججججرض أن 
4

TCtX   وأنHk(t) وبفججججججججججججرض أن (5)المعطججججججججججججى بالعلاقججججججججججججة  ىرميججججججججججججت تقريججججججججججججب ىججججججججججججو .
|()(| )nnk tXtH   يرمجججز إلجججى الخطجججأ الشجججامل الحاصجججل عنجججد نيايجججة المججججال[0,T].  نحصجججل عمجججى صجججيغة الخطجججأ

  :كالآتي (13)المنظومة المقترحة من لمطريقة الموضعي المقتطع 
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 (21)
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 وسيط الاستقرار. )1,0( و(15) ،(14)ىي المصفوفات  B, Aث حي
لنموذج المطبقة المقترحة لمطريقة  الرابعةرتبة ممن ال kعند الخطوة  الخطأ الموضعي( أن 21نلاحظ من العلاقة )

 : كالآتيخطوة  n بعد [T,0]مجال الحل عند نياية  الخطأ الشامل يقدر و، الاختبار

)()()(.
344

hOhO
h

T
hOnError  

 .الثالثةرتبة ممن ال متقاربةتكون المقترحة ( أن الطريقة 4بحسب التعريف) نستنتج: 2نتيجة
  9Numerical Simulationالعددية اكاةاكا المح

 ليجا فجي المعادلجة التفاضجمية العشجوائية، اختبجار ذج انمج ثجلاثحجل بتطبيقيجا ليتم اختبار فعالية الطريقجة المقترحجة           
الأخجرى المحمولجة فجي مراججع طرائجق بعجض مطريقجة مجن خجلال مقارنتيجا مجع الدقة العددية لتوضيج  فول تحميمية ، بيدحم

 .Mathematica11 البرمجة ، كما تم إعداد البرامج المطموبة باستخدام لغة[3,4,7]مختمفة 

 خطية الآتية:الغير لنأخذ في اختبارنا الأول المعادلة التفاضمية العشوائية   ]7[:1ةلسأالم
)()())(())(()( tdWtXdttXbatXbatdX  22

 

],[لأجل  10t مشرط الابتدائيل وتخضع 

 X0 = -2 

 التحميمي: الحل كتممو ، ثابتان حقيقيان ,abحيث أن 

1221

1221

00

00






XtWbtaX

XtWbtaX
tX

))(exp()(

))(exp()(
)( 

0002000010نحل المسألة بوضع .,.  ab ، من أجل ، [0,1]المجال  يالمنفصمة ف وينرومحاكاة عمميةn=26 ،
 .dt=1/64بخطُة صمىية   (  المتوسط والوسط والتباين لعممية وينر3ول)اندرج في الجد (.6الشكل)في المسار نرسم و 

نتائج الحل الشرائحي مع الحل التحميمي ومتوسطات الأخطاء المطمقة لطريقتنا والمقارنة مع  (6)-(4)اولفي الجد نضع
 .[7]الواحدة المعدلة عن طريقة مميستين في المرجع نتائج طريقة الخطوة 

 .والأخطاء المطمقة في الحل الشرائحي لطريقتنا المقترحة الدقيقالحل الحل الشرائحي و  (7)-(8)يننرسم في الشكم
 



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 9148( 6) العدد( 14) العموم الأساسية المجمد.  مجمة جامعة تشرين

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

67 

 
 نقطة. n=64لأجم  [0,1]عمهية وينر انعشوائية في انمجال انسمني  محاكاة(: 6انشكم)

 dt=1/64، وخطوة زمنية n=64( باستخداو 6انموندة في انشكم) ة وينر(: قيم وسطاء عممي3الجدول)

 قيم َيىش دايهت
Variance[Wi] 

 الاوحشاف المعياسي
Standard Deviation [Wi] 

 الُسط لقيم َبىش
Median[Wi] 

 متُسط قيم َبىش
Mean[Wi] 

0.0224684 0.149895 0.00904949 0.00466808 
 

 
 نقطة. n=64لأجم  [0,1]في انمجال  1نهمسأنة انحم انتحهيهي(: انحم انشرائحي مع 7انشكم)
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 .n=64لأجم   1نهمسأنة انخطأ انمطهق في انحم انشرائحي(: 8انشكم)

h=2بخطوة  [7]بطريقتنا والمقارنة مع طريقة الخطوة الواحدة 1نعرض نتائج حل المسألة: 4الجدول
-4 

ti الحل الذقيق 
 الخطأ المطلق

[7]EMM  بطشيقة  
 بطشيقتىاالحل 

الخطأ المطلق 

 بطشيقتىا
0.0625 -2.0000277443848202 3.12414317 E−9 -2.000027748117871 1.89988 E−9 

0.125 -1.9999360890728353 2.08835040E−8 -1.999936093174005 1.78823 E−9 

0.1875 -1.999836029094669 1.91806975E−8 -1.999836033372113 1.58081 E−9 

0.25 -1.9997877038463776 1.61285976E−8 -1.999787707274145 1.63232 E−9 

0.3125 -1.9998146998330404 3.61796346E−8 -1.999814703043492 1.75441 E−9 

0.375 -1.9998373083295766 3.52270857E−8 -1.999837311519675 1.59069 E−9 

0.4375 -1.999815684271836 3.27442917E−8 -1.999815687484390 1.5872 E−9 

0.5 -1.9997567692409932 5.20227794E−8 -1.999756772796070 1.84285 E−9 

0.5625 -1.9996748418929904 4.85903735E−8 -1.999674845807020 2.11307 E−9 

0.625 -1.9996469660592429 4.50562045E−8 -1.999646969307648 2.13207 E−9 

  

h=2بخطوة  [7]بطريقتنا والمقارنة مع طريقة الخطوة الواحدة 1نتائج حل المسألة نعرض:5الجدول  
-6

 

ti الحل الذقيق 
الخطأ المطلق 

[7]EMM  بطشيقة  
 الحل بطشيقتىا

الخطأ المطلق 

 بطشيقتىا
0.0625 -1.999866404884171 3.12414317 E−9 -1.999866405789353 4.525909  E−10 

0.125 -1.999875734439753 2.08835040E−8 -1.999875735227204 3.937254 E−10 

0.1875 -1.999838385221519 1.91806975E−8 -1.999838386172683 4.7558201 E−10 

0.25 -1.999870883003815 1.61285976E−8 -1.99987088383294 4.1456305 E−10 

0.3125 -1.999903715690158 3.61796346E−8 -1.999903716518853 4.1434744 E−10 

0.375 -1.999892596861987 3.52270857E−8 -1.999892597667925 4.0296899 E−10 

0.4375 -1.999876778963509 3.27442917E−8 -1.999876779965255 5.0087312 E−10 

0.5 -1.99984219454080 5.20227794E−8 -1.999842195387662 4.2342129 E−10 

0.5625 -1.999680807225948 4.85903735E−8 -1.999680808180111 4.7708137 E−10 

0.625 -1.999628108937668 4.50562045E−8 -1.99962810980079 4.3156145 E−10 
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  [7]طريقة الخطوة الواحدة و بين طريقتنا  1في حل المسألةالأخطاء المطمقة  متوسط: مقارنة 6الجدول  

H 
  يقةمتُسط الخطأ المطلق بطش

   [7]الخطُة الُاحذة 
 متُسط الخطأ المطلق بطشيقتىا

2
-4

 2.27371783E−08 1.68767342897 E−09 

2
-5

 2.27371783E−08 9.43567657812 E−10 

2
-6

 1.68052428E−08 4.78960898798 E−10 

2
-7

 8.34318274E−09 1.32445367609 E−10 

2
-8

 2.84343511E−09 7.09878657451 E−11 

2
-9

 1.43084080E−09 4.65489221975 E−11 
    

 كالآتي9 ]3[ ايتوصيغة مسألتىا الثاوية غيش الخطية مكتُبة َفق  لىأخز :2ةلسأالم

10

105
5

2 545453





)(

,,)()()]()([)( ///

X

ttdWtXdttXtXtdX  

  ٌزي المسألة الحل التحليلي9 كتمل

5

5

1
1 )]([)( tWttX  

1387باستخدام نقاط تجزئة مختمفة نحل ىذه المسألة 
222 ,...,,n  ،ظيار الدقة العددية رسم في نو لأجل المقارنات وا 

( المتوسط والوسيط 7ونحسب في الجدول)، [0,1]المجال  فيالمنفصمة  n=28من أجل  وينرمسار عممية  (9الشكل)
المطمقة بمتوسط المربعات خطاء الأ مقارنات (8ندرج في الجدول) .والتباين والانحراف المعياري ليذه العممية العشوائية

 الحل الشرائحي والحل الدقيق (10الشكل)في سم نر . [3]المعدلتينميمستين و، أولر مارياما يقتيلمطريقة المقترحة ولطر 
 .n=128لأجل  محاكاة عددية بالطريقة المقترحة لعدد من الحمول التراكمية (11)ينالشكمونرسم في  ،n=256لأجل 

 . n=128ل لأج حمول تحميمية متراكمة( 12الشكل) كما ونرسم في
 

 

 نقطة. n=256لأجم  [0,1]عمهية وينر انعشوائية في انمجال انسمني  حساب(: 9انشكم)

 . (9في الشكل) المرسومة (: قيم وسطاء عممية وينر7الجدول)
 قيم وينر تباين

Variance[Wi] 
 الانحراف المعياري

Standard Deviation [Wi] 
 ط لقيم وبنريالوس

Median[Wi] 

 متوسط قيم وبنر
Mean[Wi] 

0.0975849 0.0894742 0.0945085 0.00893186 
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  [3]طريقتي أولر مارياما ومميستين المعدلتين بين طريقتنا و  2في المسألةالمربعات متوسط الأخطاء المطمقة ب ات: مقارن8الجدول  
N طشيقتىا المقتشحة [3]أولر مارياما المعدلة طشيقة [3] مميستين المعدلة طشيقة 

2
8
 8.26 E–02 1.80 E–01 2.243905 E–05 

2
10

 2.04 E–02 7.01 E–02 8.126849 E–06 

2
11

 5.30 E–03 2.98 E–02 4.984261 E–06 

2
12

 1.30 E–03 1.40 E–02 1.000234 E–06 

2
13

 3.34 E–04 6.80 E–03 6.124567 E–07 
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 نقطة. n=256لأجم  [0,1]في انمجال انسمني  9نهمسأنة انتحهيهيانشرائحي مع (: انحم 10انشكم)
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 نقطة. n=128لأجم  [0,1]في انمجال انسمني  حهول شرائحية متراكمةب 9حم انمسأنةمحاكاة (: 11انشكم)
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Exact Solution

 
 نقطة. n=128لأجم  [0,1]في انمجال انسمني  9(: حهول تحهيهية متراكمة نهمسأنة12انشكم)

 

 كالآتي9 ]4[لىأخز المسألة القياسية الخطية  :3ةلسأالم

10

0





)(

,,)()()()(

X

TttdWtXdttaXtdX  
  الحل التحليلي9مع 

)]()[()()( tbWtbaExpXtX  2

2

1
0 

965المسجججألة باسجججتخدام نقجججاط تجزئجججة مختمفجججة  تجججم حجججل    
222 ,...,,n .(9نجججدرج فجججي الججججدول) لإظيجججار الدقجججة العدديجججة 

، وطريقججججججة SS[4]بمتوسججججججط المربعججججججات بججججججين الطريقججججججة الشججججججرائحية المقترحججججججة وطريقججججججة  مقارنججججججات الأخطججججججاء المطمقججججججة
[4]SSAMM [4]، وطريقةDSS M الحل الشرائحي والحل الدقيق لأجل  (13الشكل)، ونرسم فيn=256. 

 

  [4] ومجموعة من انطرائقبين طريقتنا  3همسأنةن: مقارنات الأخطاء انمطهقة بمتوسط انمربعات 9انجدول  

H 
SS طشيقة   

[4] 
 SSAMM طشيقة

[4] 
DSS طشيقة M  

[4] 
 طشيقتىا المقتشحة

2
-5

 7.03 E–03 1.40 E–03 3.50 E–04 8.26396 E–05 

2
-6

 3.11 E–03 6.60 E–03 8.02 E–05 9.35684 E–06 

2
-7

 1.55 E–03 3.20 E–03 1.83 E–05 2.97258 E–06 

2
-8

 7.40 E–04 1.60 E–03 4.58 E–06 7.63351 E–07 

2
-9

 3.64 E–04 8.00 E–04 1.23 E–06 3.124567 E–07 
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 نقطة. n=256لأجم  [0,1]في انمجال انسمني  3(: انحم انشرائحي مع انحم اندقيق نهمسأنة13انشكم)

 
 

 :والتوصيات الاستنتاجات
المقترحجة لمحاكجاة عدديجة استخداميا مجع الطريقجة ال منفصل لعميمة وينر العشوائية وتممحاكاة  في ىذا الدراسة قدمنا      

باسجتخدام تقريبججات  وغيجر الخطيجة. تجم إنشجاء الطريقجة لمعجادلات التفاضجمية العشجوائية الخطيجةا لجبعض النمجاذج مجن لحمجولا
أظيججرت وقججد  تجميججع،مججع نقطتججي ىججي ومشججتقاتيا مججن المرتبججة الأولججى ()فضججاء الججدوال المسججتمرة  c1ىرميججت فججي الفضججاء 

إلججى حججد  امطابقتيججو لمنمججاذج المختبججرة التحميمججي تقميججد الحججل فججي  الطريقججة المقترحججة نجججاح( 13)-(6الأشججكال)و سججومات الر 
كانجججت أكثجججر دقجججة مجججن طريقجججة ( إلجججى أن الطريقجججة المقترحجججة 8)-(4الججججداول )فجججي المقارنجججات و نتجججائج التشجججير  وكجججذلك، كبيجججر

SS ،SSAMM ،DSSوطرائجججججق  ، [3]معجججججدلتينميمسجججججتين ال، و، طريقتجججججي أولجججججر ماريامجججججا[7]الخطجججججوة الواحجججججدة  M 
  .[4]في  

 لمطريقة الشرائحية مطبقة لحل المسألة الأولى:  Mathematica11باستخدام لغة  البرنامج
Clear[f, X, x, T, W, t, c1,  c, r, n, Spl, z, a, b, cc, dW]; 

n = 2^8 ; T = 1.0; dt = (T)/(n); h = dt; W[0] = 0; 

dW[1] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

W[1] = W[0] + dW[1]; 

For[i = 2, i <= n,  dW[i] = Sqrt[dt]*RandomReal[{-1, 1}]; 

 W[i] = W[i - 1] + dW[i];  i++] 

T = 1.0; dt = (T)/(n; X0 = -2.0; 

X[0] = X0; elfa = 0.0002; bet = 0.0001;  

For[i = 1, i <= n, X[i] = ((1 + X0) Exp[-2 i *dt*elfa + 2 bet*W[i]] +  

       X0 - 1)/((1 + X0) Exp[-2 i *dt*elfa + 2 bet*W[i]] - X0 + 1); 

 i++] 

ListPlot[Table[{i dt, W[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True, Mesh -> All,  

 PlotLabel -> "Wiener Process Wi",  PlotStyle -> {Purple, PointSize[0.015]}] 

c[1] = -0.1; c[2] = 0.3; s0 = X0; 

s1 = -(elfa + bet^2 s0)*(1 - s0^2) +  bet*(1 - s0^2)*(W[r] - W[r - 1])/dt; 

s1 = dt*s1;   

c1 = 0.49; 

z[1] = c1; z[2] = 1; zz[1] = 1 - c1; zz[2] = 0; 

Off[LinearSolve::luc]; 

For [r = 1, r <= n ,  itr = 1; c[1] = -0.1; c[2] = 0.3; 

 While[itr < 7, 
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  For [i = 1, i <= 2 , i++, 

         x = z[i]*dt; 

   t = x + dt*(r - 1); 

   spX = zz[i]^2*(1 + 2*z[i])*s0 + z[i]*zz[i]^2*s1 + z[i]^2*(1 + 2*zz[i])*c[1] - z[i]^2*zz[i]*h*c[2]; 

   spX1 = (-6*zz[i] + 6*zz[i]*zz[i])*s0/h + (3*zz[i]^2 - 2*zz[i])* s1/h +  

          (6*z[i] - 6*z[i]*z[i])*c[1]/h + (3*z[i]^2 - 2*z[i])*h*c[2]/h; 

   f[i] = -(spX1 + (elfa + bet^2 spX) (1 - spX^2) -  bet (1 - spX^2) (W[r] - W[r - 1])/dt); 

   ja[i, 1] = (6*z[i] - 6*z[i]*z[i])/h - 2*spX (elfa + bet^2 spX) z[i]^2*(1 + 2*zz[i]) + 

       bet^2 (1 - spX^2)*z[i]^2*(1 + 2*zz[i]) + 2*bet (z[i]^2*(1 + 2*zz[i])*spX) (W[r] - W[r - 1])/dt; 

        ja[i, 2] = (3*z[i]^2 - 2*z[i])/h -2*spX (elfa + bet^2 spX)*(-z[i]^2*zz[i]) + 

       bet^2 (1 - spX^2)*(-z[i]^2*zz[i]) + 2*bet (-z[i]^2*zz[i])*spX (W[r] - W[r - 1])/dt; 

            ]; 

  cc = LinearSolve[{  {ja[1, 1], ja[1, 2]},   {ja[2, 1], ja[2, 2]} }, {f[1], f[2]}]; 

  c[1] = c[1] + cc[[1]]; c[2] = c[2] + cc[[2]]; 

       itr++]; 

x = z[2]*dt; i = 2; 

pl[r] = zz[i]^2*(1 + 2*z[i])*s0 + z[i]*zz[i]^2*s1 + z[i]^2*(1 + 2*zz[i])*c[1] - z[i]^2*zz[i]*h*c[2]; 

spl1[r] = (-6*zz[i] + 6*zz[i]*zz[i])*s0/h + (3*zz[i]^2 - 2*zz[i])* 

    s1/h + (6*z[i] - 6*z[i]*z[i])*c[1]/h + (3*z[i]^2 - 2*z[i])*h* c[2]/h; 

 t = x + dt*(r - 1); s0 = X[r]; 

 s1 = -(elfa + bet^2 s0)*(1 - s0^2) + bet*(1 - s0^2)*(W[r] - W[r - 1])/dt; s1 = (X[r + 1] - X[r])/(h); 

 s1 = dt *s1; 

 r++] 

spl[0] = X0; 

AproxSp =  ListPlot[Table[{i dt, spl[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True,  

  Mesh -> All, PlotMarkers -> {"*"}, PlotLabel -> "Spline Solution "] 

Exact = ListPlot[Table[{i dt, X[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True, Mesh -> All, PlotMarkers -> {"o"},  

  PlotStyle -> {Black, PointSize[.01]}, PlotLabel -> "Exact Solution"] 

Show[AproxSp, Exact, PlotLabel -> "Splin Solution and Exact Solution"] 

For[r = 0, r < n, t = dt*r; Print["t", r, "=", t, "   ***Error=   ",  err[r] = Abs[0.5 (spl[r] - X[r])], 

  "   Sp(", t , ")=", spl[r], "    Exact Xt=", X[r]], r++] 

ListPlot[Table[{i dt, err[i]}, {i, 0, n}], Joined -> True, Mesh -> All, PlotMarkers -> {"O"},  

 PlotStyle -> {Black, PointSize[.02]},  PlotLabel -> "Error Spline Solution"] 
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